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«Deux exceés:
Exclure la raison,
n’admettre que la raison »

Blaise PASCAL et Pierre BOURDIEU

Ce qui donne en corrigeant

« Deux exces:

Exclure la raison, ne pas associer
une part de réve et de poésie»
Modestement le postulant

La difficulté est de trouver les hypothéses
qui aient un rapport avec la réalité

Jean ROBINSON

Hérésies Economiques, 1979

"If we falter in resolve

just because the task is hard,

No accomplishment can follow :
it is the world's way"

Emperor MELJI

"Katashi tote omoi nanigotomo
Naru koto araji hito no yononaka"
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Abstract :
This contribution’s topic is the resolution of the hyperbolic system which de-
scribes a compressible flow in perfect or real situation. It is always in a com-
pressible case and a turbulent model or a multicomponent isentropic turbulent
model can be associated.
Different. schemes are tested as -SPscheme or TVD scheme. An extension to
generalized geometry is purpesed in 2D or 3D.
For chemical aspects, the ZND theory is under control with connexion of second
order method.
In the same way, MHD or Turbulent problem are developed with computations
for compressible situation.
Implicit aspects are investigated that show the lost of knowledge in large CFL
even if computation can be driven for all time step.
At the end, for Plasma situations in which pressure effects can be neglected,
there is a lost of hyperbolicity that requires investigation in generated prob-
lems.
We don’t present numerical simulations that are exhibited in an other paper.
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Chapitre 1

Etude des fluides

compressibles sans réaction
chimique

1.1 Etude du probléme de Riemann dans une
thermodynamique générale

Cette étude, trés ancienne, cherche a définir la thermodynamique la plus
appropriée afin de définir et de résoudre le probléme de Riemann

1.1.1 La loi d’ état du Fluide

Les propriétés thermodynamiques d’un fluide sont données par une équation
d’ état a I’ équilibre E = E(V,S) qui exprime 1’ énergie interne du fluide en

fonction du volume spécifique V = — ( ol p est la densité ) et S I’ entropie .

L’existence et l'unicité des solutions du Probléme de Riemann dépendent de
maniére fondamentale des propriétés géométriques du graphe de E. 11 est donc
intéressant d’introduire un certain nombre de dérivées de E, qui serviront a
définir les contraintes.

La pression et la température sont définies par:

OF
P(V,S) = ~ 37 (L.1)
T(V,S) = Ik (1.2)

aS\v




en accord avec la premiére loi de la Thermodynamique:
dE =TdS — PdV

L’exposant adiabatique est:

Le coefficient de GRUNEISEN:
_K *E ot K aP
ToVaS ~ T aSy

De méme , il est courant de définir:

L=

PV 95
T2 3%S|v

qui est une chaleur spécifique sans dimension.
1l existe aussi une dérivée troisiéme qui est importante:

8*E &P

g(V,S) =

Cas du gaz parfait polytropique:

(1.3)

(1.4)

(1.6)

(1.7)

Pour un tel gaz vy = C_P ( ce qui n'est pas vrai dans le cas général ) et v est
v

une constante .Ce rapport est toujours plus grand que 1 | pour les gaz mono-

atomiques ¥ = —, pour les gaz diatomiques y = —.

L’énergie interne est & une constante additive prés E = CyT .

L’entropie ,

S =CyLn(TV'™!) +cst =Cy Ln(p%) + cst

Les équations les plus utilisées sont les équations d’état incomplétes:

PV=RToaCp—Cy=R

et B
P= —-1)—
(v )V

L’équation d’état est:

B(V,5) = By~ Veanltr - ) 3]

2




On a de plus

P i (1.12)
g=v—-1 (1.13)
G=3(+1) (1.14)

Dans le cas général, E(V,S) est définie dans R** x Rt .On suppose que E est
continiiment différentiable et deux fois contintiment différentiable par morceaux.
Le graphe de E est donc une variété de dimension 2 , appelée surface des états
d’équilibre. P et T sont supposés positifs, E est done une fonction monotone de
VetS.

La stabilité thermodynamique impose a E d’étre une fonction convexe .La ma-
trice Hessienne des dérivées secondes doit étre positive , ce qui est équivalent

-

a:

0’E 0*E 0°E &°E 0*E
—_—> >0et > ¥ .
75y 20 57,5 20 35, s = (asav) 1:19)
La condition de stricte positivité se traduit par:
g > 0 ainsi que v > 0 et enfin yg > I'? (1.16)

On en déduit que P est fonction décroissante de V et que T est une fonction
croissante de S.

Pour assurer la stricte hyperbolicité du systéme des équations d’ EULER, il faut
imposer v > 0.

Pour les équations d’'EULER. , on peut se contenter d’utiliser une équation d’état
incompléte P = P(V,E) .

Une telle équation permet encore de calculer 4, I',G .

En effet, par P'utilisation des fonctions composées , on obtient

vV 6P V_ 0P apP

="Pavis - Plovys ~ToEy L
V 6P arP
Proposition 1
_1 Y o

Démonstration:cf. [56]
Remarque ( Menikoff - Plohr ): La thermodynamique n’ impose pas de contrainte




sur le signe de G.Cependant pour beaucoup de matériaux v > 1 et varie lente-

!
6‘?11225 &« 1) aussi G = %(7 +1- %%%) est strictement plus grand

que 1.Par contre prés des transitions de phase G peut étre négatif e

ment (

1.1.2 Le Probléme de Riemann

Le probléme de Riemann est le probléme aux valeurs initiales composées d’
un état droit et d’ un état gauche séparés par une discontinuité .
On fait quelques hypothéses physiquement réalistes sur le comportement asymp-
totique des variables:
1)P(V,S) = oo quand V — 0
2) P(V,S) =0 quand V — o
3) E(V,S) = co quand S — o0
4) P(V,S) - oo quand S = oo

Théoreme 1 ( Théoréme de BETHE-WEYL )

La courbe d” HUGONIOT ( ou courbe de choc) issue de I’ état initial (Vy,S; )
coupe chaque isentrope au moins une fots .

De plus si G > 0 le long d’ une isentrope alors la courbe de HUGONIOT la
coupe exactement une fois et dans ce cas Vo < Vy et |ug — o |[< ey 5153 > S

Démonstration:cf. [56]

1.1.3 Adaptation de la Méthode développée pour les gaz
parfaits aux gaz réels

Paramétrisation des courbes de détente
p OP

L’exposant adiabatique est v = Poos et permet de paramétrer la courbe
P\s
de détente avec ” = Pi‘ydP le long d’une isentrope
Pour la 1-onde:
( P
=t >
B e~ " pour x 1_ 0
p I - ;ds
4 1 o —‘i : (1.20)
-=(s— —dr)
P J-:: € 2 o ¥ d
u=u— e 8
! TV VI




De méme pour la 3 - onde , on a que P et p décroissent le long de |’ isentrope:
Pour la 3-onde de détente , on obtient pour z > 0

- E_Ez
R

*_—ds

< 2_ 1.21
B (1.21)

—-—(s~—f —dr)

u=u + 3 /re : b ds

= U B —
\ '\,‘rﬁ[ 0 ‘\/‘?

Parameétrisation des Courbes de Choc
On utilise les équations:
Am=10
%mm? +mAE + A(Pv)=0

ou m = pv,v = u— @, c est la vitesse du choc.
pe? apP

Onay="—otcl=—>0;
! P 3P|s
on pose
P
=1 + p_E (]23)
On obtient les 3 équations:
Alm] =0
A[P +mv] =0 (1-24)

Alv? +c?2%55) =0

L’ accroissement de 1’ entropie est équivalent aux inégalités de Lax:

ey —cetu—c <oy
o—1u < —¢ donc — v < —¢; OU g < Y

vy —er < 0 < 2 s0it 0 < v < ey et ¢ < vy pour les 1-chocs




Pour les 3-chocs , les inégalités s’ écrivent:

—aq<yu<letv, <—c,. <0

Pour les 1-chocs comme pour les 3-chocs , vj # 0 v, # 0 donc m # 0 (le cas m

= 0 correspondant a la discontinuité de contact ).
Pour les 1-choes 1 =1 ,r = 2.

Pour les 3-chocs1 =2 ,r = 1.

Alors pour les 1-chocs , on a:

vy > ¢1 >0 vy > eg > 0donc 112 > e1? 192 > ¢9?
Alors pour les 3-chocs , on a: ‘

) < —e; <0 —¢a < va<0done v12> 12 vo? < ¢p?
Py

Pour IT = B, »On pose z = —log(IT) et on obtient e™* > 1, donc:
1
g '{): L
P
(¢35
1 -z
E‘: e i Be—=
Courbe de 1-choc avec z < 0 ¢ P e~% 4+ Zf—j]i ol o, = ar(z)
e~ et ‘1
Uy — Uy =_£“3_t—1 ar—1 ]1,;2
{ Cl "M a;—ll_i_ fﬂ'r+1
ar "“1
(1.25)
De méme |,
¢ P, :
s L, B
o Or z ar
;:r_,-=1+e ay—1 ar—1
Courbe de 3-choc avec z > 0 ¢ P &%+ % 1+4e¥ Z‘ i i ol a, = a,(z)
e
Ur—w _ 21-e7" ar—1]1{2
cl i a— 1 1+8_:0-'r+i
“ " (1.26)
Pour la discontinuité de contact:
%:1,';—:=ezetu,-—u;=0 (1.27)




La 1 - famille est définie donc par:

h 1
—[*=ds,z>0
f i j
P = filz) = j4eeets
T
=¥ @ +1 e
T aipi=\ (1.28)
r 1 il
—-=(s— —dr)
z € g
s = ds,z>0
Up — U
PCII I'\/’r_l=h1(t]=4 _xat_.]_ 1
-z __ st ‘ol
_[28 11 Xy 01 +1]1f2 L& < 0
H=2 1 gL
\ \ r—1
La 3- famille est définie par:
'3 'PI"
= e zeRN
1
* —ds
efn LN 5 N
r r+1
b o fa(e) =4 oo =T
Pl ay —1
,2 <0
]L—l—n'a““m-‘-1 n
< a—1 (1.29)
( 1 |
-—(3—] —dr)
f,, e 2 0o 7 d 50
0 §,r 2
U — U Ve
c Vo =hala)= 1 -‘:’"a[I 2
1—e*" " g, -1 1/2
[2at—11+ezaf‘+1] 13;(0
\ \ r_l
On définit les transformations T_.Ei) w1 = 1,2,3 par:
T! v = (fi(z1)vy, e va,v3 + (va/v1) /2 ha(21)) (1.30)
ol (UI:UQ:”:‘!) == (P: P: ‘I'..I'.)
T2, :v = (€"*v1,v2,v3) (1.31)
(1.32)

Tf’a tv = (fa(za)vy, e"ve,v3 + (1’3/”1)”2‘&3(33))




Résoudre le probléme de Riemann revient & trouver des réels z,, zs, z3 tels que:
M= 1?_\ (T:Bza (Ttl:x (U]’)))
ol encore :
pr = fa(za)e™ fi(z1)p

P, =" "1 P
z +2 (1.33)

Uy = w + \/7 (z1) + ha(’:a)\/7 2 (fi(z1))~2/?)

On définit les trois paramétres A , B , C tels que:

A=££,B—Pr C=u,—w
P P’

On a: 23— 2y = LnB et fi(z;)e? f3(z3,22,21)A

e~ *1

e*2 fi(z)

QY T Y Ly 1 P

hy(z;) est croissant, il faudrait savoir si X = ha(zs) est croissant :

Sizs >0

& A=l
z . 1 [F1 ——= [ =dr)
_—+—f =d w2 2[
X(z):ge 2 2J, TT/ & \/;7 ds
0
lj(ldr)
=1/ / 2 ds

On en déduit que X est monotone pour z < 0 .Il reste alors & étudier le probléme
sur les courbes de choc e

Une condition suffisante pour que X soit croissante est que 0 < G < %("f +1).
Cela conduit au théoréme suivant( cf. [56]) :

ou

Théoreme 2 Sitoutes ces hypothéses, certainement trop fortes, sont vérifiées:

'>a-1,6>0,6< (7+1)et75%(1‘+a+1)

pour résoudre pour a fizé dans une étape de |’ itération :

| B [B [fa(z+ LnB)
tp— = C= E—[hl(m) Ee 7 wha(m + LnB)]




on vérifie que la fonction dans le membre de gauche est croissante , il existe une
unique solution ou pas de solution si C est trop grand ,et alors il y a apparition
du vide

L application est effectuée pour I’étude d'un gaz vérifiant I’ équation de VAN
DER WAALS.
VAN DER WAALS a trouvé que les isothermes d’ un gaz réel n’ étaient appro-
chées des isothermes d’ un gaz réel dans une région limitée de 1’ espace.
Il a proposé une équation d’ état qui se rapproche plus des résultats mesurés :

(P+%)(V—b) = RT

Cette équation donne une bonne approximation de |’ isotherme sauf sous la
courbe de saturation. Les points A et B sont tels que S; et Sz sont égales .Le
sommet de la courbe de saturation est un point ol la dérivée de P s’ annule
ainsi que la dérivée seconde .La température de cette isotherme s’ appelle la
température critique.

La pression et le volume du point P s’ appellent volume et température cri-
tique.




Dans la région IV |, le fluide est toujours & 1’ état gazeux.
Dans la région I | il est a |’ état gazeux mais peut étre liquifié le long d’une
isotherme.
Dans la région II , il est & 1’équilibre liquide vapeur .La vitesse du son est pra-
tiquement nulle.
Dans la région III , il est & I’état liquide;
On a supposé en premiére approximation que le fluide est polytropique .
L’ énergie interne:
E=c¢T—ap+ Ey

L’ entropie S
S = CyLogT + RLog(V —b) + So

la vitesse du son

P Na
2
¢ = ~2ap+ pl 1+ -R;)
L gy - Cv
p
le point critique :
V=%, T=ms B=zt
STEEOERT IR T an?

1.1.4 Cas du solveur approché

Pour traiter le probléme, on a utilisé un solveur approché défini comme suit.
On va définir par la suite les approximations utilisées dans le schéma on ¥
désigne la valeur de v de I’ état gauche et v, désigne la valeur de 4 de I’ état
droit. Il en sera de méme pour a; et o,

Pour f; qui est défini par:

- lcis ;2 20
e i
1
e ={ 1+er s (1.34)
e AL <0
ey Gl —
e=% <+ 1
on prend pour approximation:
-—z,z20
- M
fl (3) = 1 +ee—::B (1‘35}
e*+B '" s0

ol




De méme pour hy(z)

hi(z) = o —1 (1.36)
_[23 =i a, — 1 M2z <0

a;—ll o
\ e ar— 1

On prend pour approximation:

hy(z) = e (1.37)

en notant que

et
a) + oy

2

Quand hy est utilisé & la place de h, dans le calcul de la racine de X pour
chercher z, les roles de a; et «, sont inversés ainsi que ceux des .
Aussi pour f3 défini par:

1
f—ds, x>0
efﬂ')’

r+1
fale) =] e+ ito J_’I (1.38)
e B Mot
a—1
est approximé par: .
7—1'.‘
fs(a:) = g—”:.rc vz 20 (139)
I+e=0'"=

ot C désigne la quantité

1 a,4+1 a+1
C_i(a..—l-l-a;—-l

)
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1.2 Schémas du second ordre de type VAN LEER
1.2.1 Introduction

Cette partie assez ancienne comme recherche porte sur la construction de
schémas numériques pour les lois de la Mécanique des Fluides comme les écoule-
ments compressibles. Sur ce sujet, il y a eu beaucoup de travaux et on s’intéresse
dans un premier temps aux hypothéses afin d’assurer la convergence de méthodes
numeériques pour les systémes hyperboliques. En ce qui concerne la méthode de
GODOUNOV, les travaux de [111]ont permis de montrer la convergence for une
équation scalaire

b L) = o(w2,)

Afin de traiter le probléme, les travaux de [91],ont montré |’ existence d’une
solution entropique a partir des résultats suivants. Soit le probléme suivant:

?9_? + Y (f(u,2,t) + 9(u, 2,) = 0.
(1.40)
u(2,0) = uo(z)
alors la solution vérifie: u € L* (RP®]0, T[)
Vk € R,Y® € C§ . (R*®]0, TY)
fli
[ =k + Satu — B¢, 2,0) = S(k,2,0)grade
Rr®]0,T[
—Sg(u — k)®(divf(u,z,t) + g(u, z,1))]dzedt > 0
3Q € [0, T] de mesure nulle YR >0 lim |u(z, 1) — ug(z)| = 0

t—+0ien lz|<R

On peut aussi en déduire que la solution est unique par:
Soient u et v deux solutions de données initiales ug et vy , alors

YR>0 lu(z,t) — v(z,1)| < e** ] |up — voldz
|z|l<R |z]<R+Nt

oll ag est la g- constante de Lipschitz avec

P
N= Sng,dZ(%i:(u,z,t))ﬂ
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1.2.2 Schéma de VAN LEER

Soit une décomposition en intervalle de longueur constante Az telle que
les extrémités z;4/2 soient telles que ;412 — 2;_1/2 = Az. A chaque étape,
on définit dans V'intervalle J#;_1/9, 2412 et chaque pas de temps nAt | une

solution constante u_’?-‘.

On considére le probléme ?9!—u+ E;rj‘—a‘_(,p'(wm, zj_1/2,t) = 0 avec les données u(z,0) =

Ug pour z > zj_1/2 et u(z,0) = ug, pour < z;_y/5 . La solution est notée

T—ZTi-1/2

u(z‘t) = WR( 1

UL, UR, Tj—1/2) (1.41)
Cette solution est appelé solution élémentaire du probléme de RIEMANN.

A la suite donnée uj, on associe la suite 67 qui est une pente dans la maille
considérée qui doit respecter la notion de monotonie locale soit encore

siuf_y <uf <ufyy, 07 = Inf(u] T - uf, uj—u? 1)
si uJ L > uj > uly,, 8 = Sup(ufy, u yug —ul_y) (1.42)
dans les autres cas 87 =0

A partir de ces quantités, on définit un schéma prédicteur correcteur permettant
de donner des solutions au demi-pas de temps par

f U412, nt1/2 _ =u} + %6}‘ +g(uj + 1/287, 25412, ")%-t-
< ;Tt(f( 25;'&“’”;;‘2'1"] = (f(uf - —5 1 Tj41/2) A)z) (1.43)

et uji1/2, +"+m = ujyy — 50 +o(uf + ‘5 Ziwi/pt) 5

| Q‘Z—z(ﬂ Uiy + 25J+1:¢J+1!3vt ) = (flufyy — 3 0741 Tjr1/2, "))

On peut done définir désormais une forme conservative du schéma par

n41/2 2 -
s = WRO, 44172, " tV%, ujp1y0 "1, 254 p9)
auti=uwt (L
At n+1/2 n41/2

Zi(f(ui+1}2""HIIBJHW)— flv ‘—1f2v31—1f2,f“+1'!2))

Ceci représente le schéma de VAN LEER & quatre étapes qu’il faudra modifier
afin d’assurer sa convergence,

1.2.3 Modification du schéma et convergence

Par rapport au schéma initial, ’étape de calcul des pentes se modifie de la
maniére suivante. On introduit un paramétre A pour l'instant libre d’&tre un

13




réel positif.
On modifie le schéma de la maniére suivante:

siul_, < u} < uf T+ J —I\Inf(uj_!_l ujf, u? “?—1)
siuj_y 2 “ 2 43,07 = ASup(ujy, “.f=“.f uj_y)
dans les autres cas 67 = 0

Soient

At
M = Sup|f'(u)| et ¢ = A

On en déduit les propositions suivantes
Proposition 2 Sous la condition

1
A=
= 14gM’

la structure locale de monotonie est préservée si
gM <1
Démonstration: cf. [52]

Proposition 3 Sous la condition

2 1—gqgM 1

A S T o T oM

51
gM <1
alors
Vj € Z,|ui*| < inf(luf_,l, jufl, lufyal)

Démonstration: cf. [52]

Théoreme 3 Sous les conditions

9 =gl 1

Asinfl o T T g

s1

gM <1,

alors la suite issue du schéma de VAN LEER modifié converge dans L},.(R®)0, T)

vers une solution

ue LW(R®}0, T[] N BVje (R®]0s TD

14
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solution du probléme

Ou  Of(u)
7 IR
de données iniliales ug
Démonstration: cf. [52]
Convergence vers la solution entropique
Proposition 4
Yne N,VjeZ

st u} n'est pas un extremum, sous les conditions

: 2 1—gqM 1
< —
ASinf Ty ob T3 i
st
qgM <1
alors

|ufH k| < |uf—k|—gSq (v} s k) F (o] [3)—F (k) [ +aSa (v 213 — ) F (071 5~ F (k) |+ C 67|

i-1/2
(1.47)
avec C < 4

Démonstration: cf. [52]
On en déduit le théoréme suivant:

Théoreme 4 Vk € R, V® € Cf  (R®]0,TY) la suite converge vers la solution
u telle que

// [|u—k[6g+59(u—k)[f(u,x.z)—f(k,:r,t))gmd@
Rr@]o,T[

—Sg(u — k)®(divf(u,z,t) + g(u, z,1))]dzdt > 0

sous les conditions
i 1—qM 1

qM1+qM’l+qM)’
stgM <1 et A<CAz® (C>0¢et e>0)

A<inf(

Démonstration:cf. [52]




Estimation de la donnée initiale
Théoreme 5 Sous les conditions

2 1—-gM 1

<4 _
A I M T gbt T3 gbt
Agtte
avec gM < 1/2,ASCAE€1 6t)\=1—202m (C)U,Cg)Oei

€ > 0,63 > 0), alors Yk € R, Y® € C§ ,(R®]0,T() la suite converge vers la
solution u telle que

// [|u—k|%p+.5'g(u~—k}(f(u,z,t) — f(k,z,t))grad®
Rr@]0,T[

—Sg(u — k)®(divf(u,z,t) + g(u, z,1))]dzdt > 0

et u(z,0) = uo(z) c’est a dire vers la solution entropique.

Démonstration:cf. [52]

Cette étape permet par la suite de définir un schéma appliqué a la dynamique
des gaz.

1.2.4 Etablissement d’un schéma conservatif en dynamique
des gaz

Cas 1D

Sans rappeler les équations conservatives en dynamique des gaz, on définit
sur un maillage non structuré un schéma prédicteur correcteur sur les variables
conservatives.

Le passage en non structuré ne pose pas de difficulté particuliére, toute la dé-
monstration précédente n’utilisant pas l'usage de la régularité du maillage mais
seulement les bornes sur le pas d’espace a respecter.

Les variables conservatives sont donc la densité p, le débit pu et I'énergie totale
pE sur lesquelles sont définies les valeurs moyennes et les pentes. A partir de

‘ e b 1
ces valeurs, est définie I’énergie interne par e telle que pe = pFE — —pu®.Dans

I’étape de prédiction, comme nous sommes dans le cas d’un systéme, la dérivée
est remplacée par la matrice jacobienne et utilise les 3 pentes définies.

A partir de ces quantités, on peut donc définir les prédictions sur I’énergie in-
terne. Comme la prédiction utilise une étape affine en temps sur les quantités

1
conservatives, alors p(pe) = p(pE)— = (pu)? est une fonction, dans chaque maille,

du pas de temps de second degré telle que pour l'instant initial elle reste po-
sitive. Par résolution d’une équation du second degré, dans chaque maille, on
peut assurer la positive de toutes les quantités conservatives et aussi de |’énergie
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interne .

La thermodynamique générale permet alors de définir la Pression, d’assurer un
probléme de Riemann et donc en faisant appel i cette résolution ( comme dans
le premier chapitre), d’en déduire un schéma conservatif en dynamique des gaz
qui peur étre employé pour une thermodynamique générale.

En ce qui concerne les conditions limites, elles sont associées soit a des condi-
tions d’entrée supersonique pour lesquelles tout est spécifié soit a des conditions
d'un autre type (entrée subsonique, sortie quelconque, paroi) pour lesquelles
une maille fictive définissant un probléme de Riemann au bord du domaine est
spécifié ( comme dans cf. [42] )

Cas 2D

Il s’agit d’une présentation succincte d’une méthode introduite en 2D et
3D pour I'étude des écoulements compressibles visqueux ou pas (équations de

NAVIER-STOKES et ’EULER).

En 2D le systéme s’écrit de maniére conservative sous la forme

au 8 9 iovirrm -
B + 5{5‘({!)} + %(G(U)) = H(U) (1.48)
ol

U = (p, pu, pv, pE)*
F(U) = (pu, pu* + P, puv, (pE + P)u)’*

G(U) = (pv, puv, pv* + P, (pE + P)v)}

(1.49)
d a a a
HO) = 335 @) ) + gy G )

1 a8 au 1.8 au
Sl AW e W b S e MR e S i o
! +Re rf’i.w:(cra(E )3y)+ Reay((u([)ay)

ol Re est le nombre de REYNOLDS et

F(U) = (F,G)"

On introduit dans un premier temps le schéma de GODOUNOV au premier
ordre:

V(i) I’ensemble des cellules voisines de la cellule ™" (ne comprenant pas la cel-
lule i)

l;; la mesure de l'interface: l;; = |6€; N 99|

ni; le vecteur normal unité orienté de la cellule i vers la cellule j

Soit V*( £ , Vi, V..) la solution du probléme (PR)avec comme états initiaux gauche

et droit Vi, V... Il faut assurer que les solutions provenant des différentes inter-
faces ne s'intersectent pas dans la cellule.
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Alors

M g+l

fm T #dodw/ 3= F(V0,V;, Vi) el

keVij)

~ At Z ? *(0,V;, Vie)miklse

keV(j)

J.

et donc

U_;‘“:U;—l— Y B0, v, Vi)l (1.50)

keV (i)

Si on note Fjx(V*,njx) le flux numérique normal a l'interface entre V; et Vi :

Finl(V*,n38) = F(V*0, V5, Vi) 5 (1.51)
P
2 pok *
Fie(V* i) = Prun™ W + {gE "+ P )7 (1.52)

up*(p* E* + %K* + P*)

Ut =5 i;l 3 Fin(V* nja)li (1.53)
keV(i)

On notera que dans cette formulation, les termes visqueux ne peuvent étre pris
en compte car la fonction approchée par cellule est constante. Aussi le traitement
des équations d’EULER ou de NAVIER-STOKES est identique.

Afin de traiter le probléme par un schéma du type second ordre, on introduit
dans chaque cellule une valeur moyenne et une pente dans chaque direction( cela
correspond pour les équations d’un monofluide compressible en 2D a 4 valeurs
moyennes et & 8 dérivées - 4 pour chaque direction, d7 pour les dérivées en x et
47 pour les dérivées en y - soit a 12 quantités par maille.

On pose

aF
AlU) = =
b v (1.54)
)= 30
La méthode est semblable a celle développée en 1D en quatre étapes:
La premiére étape consiste a calculer les pentes & partir des valeurs moyennes

en respectant la notion T.V.D. dans chaque direction d’espace.
La seconde consiste a faire une prédiction dans la maille qui peut s'écrire

. v At At .
Ua,}';*;? =Upr,or; — 5 A1 — 5 A2 (1.55)
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ol

= A(UP) - — ac; (U")d" ¥ daGS(U )67)
5 )—i(ac”( i+ G U7)e)

La troisiéme étape consiste a intersecter les ondes & travers un probléme de
RIEMANN ( qui ne prend en compte que les effets non visqueux )- qui est celui
définit par les équations d’EULER).

La derniére étape consiste a utiliser une formulation conservative des équations
dont les termes de flux sont issus de la solution du probléme de RIEMANN a
chaque interface.

Pour une présentation plus approfondie, cf. [47]. Il est & noter que pour le traite-
ment des conditions limites, le méme traitement pour les problémes visqueux ou
non est conduit en imposant que les gradients soient nuls a oo, tout en conser-

vant la méthodologie 1D développée le long de la normale au bord du domaine
L

1.3 Etude des schémas Sj et application a la dy-
namique des gaz

1.3.1 Construction du schéma modifié et propriété

Dans le cadre d'utilisation de schémas explicites pour la Mécanique des
Fluides, leur forme conservative permet I'utilisation de schémas développés par
[109] ou [110].

Soit en effet un systéme de la forme

aw 4
—(F(W)) =0
2+ 2 romy
et en notant W' I"approximation de la solution dans la maille j et au pas de
| At
temps n, le schéma proposé appelé S§ s’écrit en posant ¢ = —:
x

Wi = (1= B)W] + BW] — aolF(W. +1) F(W;‘H

i—=1

)]

W'"+1 W“——[cr— VE(Wl) + (28 - 1) F(W]) + (1 —a - B)F(W]L,)]-
o
et F |:1 L T
[FOV) (w
(1.56)
Dans le cas linéaire on F(W) = AW, ce schéma est stable sous la condition

C.F.L. op(A) <1 si on a posé p(A) le rayon spectral de la matrice A.

Par contre, le cas non linéaire est totalement ouvert a notre connaissance. Aussi
est utilisé la propriété d’homogénéité du flux en dynamique des gaz pour une
loi d’état de type gaz parfait P = (v — 1)pe qui va étre quelque peu modifié afin
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d’obtenir une stabilité de type L?.En considérant les quantités conservatives
W = (p, pu, pE)* et le flux associé F(W) = (pu,pu® + P,(pE + P)u)' et en

notant pe = pE — —pu” , dans le cas du gaz parfait, le flux F est homogéne de

degré un, soit done le schéma modifié suivant que nous appellerons par la suite
S défini ainsi:

WP = (1— B)WP + BW] — ao[F(W]y,) — F(WD)]

Wyt = Wy = (o= P (W) + (28 — DF(W]) + (1 - a — A)F (W],
"[jb,( — BW] + BWEIWE — (L~ AW + BWEIWIL]

(1.57)
Ce schéma fait bien siir partie de la classe des schémas & trois points que 1’on
peut écrire de maniére conservative

Wit = WP — o[H(WP, Why) — H(WR,, WD) (1.58)

en ayant posé

L B~ L P+ S (=AU BV 1= B)U +8V ~ae (F(V)~F(U))]

(1.59)

H(U,V) =

On peut en déduire le théoréme suivant:

Théoreme 6 Pour un fluzr homogéne de degré un, le schéma construit est un
schéma du second ordre en temps et en espace (1.59)

Démonstration: cf. [51]

1.3.2 Construction de solutions stationnaires et stabilité
LZ

On peut construire des solutions stationnaires en cas de flux homogéne de
degré un pour la dynamique des gaz.

Proposition 5 [l existe des solutions stationnaires en écoulement compressible
de type gaz parfait définies par:

p{:r: t} = em“+B:+ceiAa—.
pulz,t) = 1(2Az + B)eAt +BHEC giAe

—9A eAc2+Bc+CeiAx
pE(z,t) = [— - —(24t+ B) ]——-—-—Xi-———

Dans ce cas particulier, la fréquence spatiale est conseruée.
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Démonstration:cf. [51]

Théoreme 7 Dans le cas du schéma modifié, alors Ya # 0,Y3 # 0, le systéme
a une stabilité L? non linéaire sous la condition C.F.L. op(A) < 1 c’est a dire
Yn, [[W™]|L2 < C ot C est indépendant de n avec W™ la suite d’ordre n définie
par (Wi')jez

Démonstration: cf. [51]

1.3.3 Solution entropique

Proposition 6 Pour tout schéma équivalent a un schéma du second ordre |
la solution numérique vérifie l'inégalité d’entropie st les termes visqueuz sont
d’ordre Az cavece > 0

Démonstration: cf. [51]
Cette méthode utilise les idées développées dans [87].

1.3.4 Solutions réguliéres en 1D plan, axisymétrique et
sphérique

Proposition 7 Dans des géométries 1D ( plan, amsymétrique ou sphérique )
les solutions réguliéres vérifient

P
P=pry(Ly
"(pn}

U — Uy = 21',1((:—(20) avec w = +1 (1.60)
p—po= k(€ — &)
Démonstration: cf. [51]
Proposition 8 Les solutions sont alors

2
(I+n)y+1-n

u(§) = £

oun =0, 1 ou?2en fonction du cas plan ,arisymélrique ou sphérique,
Démonstration:ef. [51]

Proposition 9 Dans les cas arisymétriques et sphériques, on peut définir des
solutions réguliéres vérifiant

('7_2‘”2 @2

2
:{‘6

¢ + m(n)
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sont, aveem (1) =1letm(2)=38/2

P=F
P=ife (1.61)

v =7 T e iy

Démonstration: cf. [51] _
Cette méthode permet, sachant que les solutions choc sont semblables a celles
du 1D des structures de solution en axisymétrique et en sphérique.
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Chapitre 2

Etudes d’ondes réactives

2.1 Aspects stables et instables dans le cadre de
la Combustion pour la réaction oxygéne-hydrogéne

2.1.1 Notations et lois d’ évolution d’espéces

L’indice i décrit la quantité du mélange pour laquelle on identifie: n;: le
nombre total par unité de volume
m; : la masse molaire
¢; : la concentration molaire
w; : le poids moléculaire
pi - la densité définie par p; = wie; = min;
Y; : la fraction massique Y; = 2
. g (&
X; : la fraction molaire X; = —
i
7! :la vitesse de |’ espéce i

V:: la vitesse relative de 'espéce 1 telle que ZY.V, =0
p: la densité totale
c: le nombre total de moles avec e =} ¢;
7 la vitesse moyenne définie par ¥ = Y Y; 0}
L - g - 3 3 'fl’l,"Ui? 1
T: la température du mélange définie par -iRT = §RZ XiTi= Zn{ R

A partir de ces notations, les lois de conservations s'écrivent pour les espéces i
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% -+ ?(p?} =1

‘”fT?) +9(7 x ?)+ VP =Y nF
s (2.1)

&-i-p?ve_—VQ P Vv-l-pZY?v.

a(pYi)
et + V(Y (T + V) = Wi

pour lesquelles les tenseurs de flux de pression et de température P et Q sont
donnés par:

P= (p+{§,u— n)??)f-,u(ff‘?+ (??}‘) (2.2)
Q= —W‘TH); kYiV + RT‘Zj: %m—ﬁ) (2.3)

ol les coefficients de LAME sont p, k et A le coefficient de FOURIER.

Les quantités (k; =, W;)sont associées aux lois de réaction et i P'influence

13 D
réciproque de I’ espece 1 sur l'espéce j.
La loi d’évolution cinétique se traduit par la loi d’ ARRHENIUS:

B
Xk
Wi = w; Z(V: k= UI .k BkTake R‘Tr[ (R‘?T) (24)

ou u i and u ksont les coefficients stochiométriques de 1’espéce i apparaissant
comme réactant et comme produit, respectivement.
La vitesse V; est donnée par:

VX = Z Xéf (Vi = V) + (Y —X.‘)%EJr

p XiX; Drj Dri VT
£ YY;(F, ' 2 IS .
p?Y 3( +Z PDU( Y;: ) T (2 5)

Le probléme est clos par les différentes lois d’état:
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p=pRTY; ;Yf
P
e=3;hiY¥i— ,3
1 hi = hi® + [ ¢pidT (2.6)
Y
Xy= “"}G
; i oy

Il est & noter qu’une contrainte doit &tre respectée a savoir: ), X; =1

2.2 Etude simplifiée par travelling waves en 1D

Dans cette étude, on suppose les conditions suivantes vérifiées:

H1 :Tout transfert radiatif est négligée soit Dp; =0
: \%
H2 :Les forces internes et le gradient de pression sont négligés, F; = 0 et _J;p =0

H3 :Tous les gaz ont le méme ¢, constant

4 A
H4 :On suppose que E,u. + k= =
Soient ¢; = M et E=¢e+ lvz
pv 2

Proposition 10 Sous les hypothéses HI, H:? H3, HY, les travelling waves sont
solutions du systéme suivant:

'3

pv =m = csi

2+ —(‘}— +n)ﬁ—cst

v? dr 4 dv
) m(y; hie; + ?) - AE = {5“ % n)va = cst @)
D‘, %~y
de; Wi
\ de  m
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Démonstration : cf. [48]

Remarque:Si k = 0, 'hypothése H4 donne 4—;1. = 2 ce qui conduit & un

3 cp
nombre de Prandlt Pr = % = % D’autre part comme Pr = 9—415-, on
7 _
15
= — ~1.
ay 1 36
Par la suite, en notant par 0 la valeur en # = —oo et par oo la valeur en
z = +00.
Soient les quantités sans dimension suivantes:
( 1 1
(:PT + E‘I'Jz — (CPT{] -b §‘Ung)
T=
1 1
¢pToo + 5930 = (pTo + 5%°)
_ f2—&p0
{ €2,00 — €20 (2.8)
Ya—Ys0
Y =f—7T2—
Yoo — Yapo
Rt dg _ mey
L d)_voetftelquedx_ X
Pour I’équation d’énergie, on obtient
dr
— =T—¢ 2.9
P (2.9)
De méme, pour I’équation chimique, on trouve, par définition du nombre de
Lewis Le = ’
pDiacy
dy
— = Le(Y —¢ 2.10
T (¥ —¢ (2.10)
Pour 'équation de quantité de mouvement, soient o' = ::_%"_ et My = ha
p-L0
‘Y“WTU

avec ¢, = y B alors:
P y—1W’ '
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1

Fo(®,7)=P—-1+

1 g
[F(1+a'm— 3(r = DM@ - 1)) - 1

dd
F = Fg(®, 1)

Dans cette formulation, si on pose
Ey

7. = 2 g o —y)e RT

T epm
I’équation du front s’écrit alors
de

E — .7'-5(1', q’, Y)

pour cela une étude simplifiée est conduite
H5 On impose que le nombre de Lewis

fig:= A
pep D1o

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

qui représente le rapport entre les effets thermiques et ceux lies a la diffusivité

chimique soit égal a 1.

Proposition 11 Sous les hypothéses H1, H2, H3, Hj, H5, le systéme, défini

ar les variables 7,¢,€,® s'écrit:
!

( 0<7<1
1<d <P,
0<e<1
et
dr

{5)4 E—T—E
i_?=-?:¢(r|¢)

de
d—E-T,(T,QJ,E)

.

avee Fg défint par (2.11), T défini par ( 2.8)et
Ey

A% o8, T (1= e)e” BT

2
Cptht

j:-'g:

Démonstration : cf. [48]

3T

(2.15)




2.3 Solutions stables et instables

Proposition 12 Les points singuliers du systéme (S) sont T =e=1 et & =
®+(1)

Démonstration : cf. [48]
Remarques

-

1. Si Mg > 1(on est dans le cas d’une détonation )

4(0) =1 and &_(0) = 2= = < (2.16)

Si Mo < 1(cas d’ une déflagration)

(v = 1)MZ +2

2-(0) = 1a0d 84(0) = T —. 0E

>1 (2.17)

On peut représenter la solution par la figure suivante(cf [156])

ol a est associé a la forte détonation, b est associé a la faible détonation, c
est associé A la faible déflagration, d est associé i la forte déflagration, a’ st le
pic de Von Neumann et d’ son correspondant pour la déflagration.

e
3T M, 25 M, = 0,1
T =1 d b c
di
i tp+{0,
/9-10) ¥
/ \\ 4



2.3.1 Stabilité des points(t = 1,0 = ¢,(1),e =1)

Proposition 13 Le point (r = 1,6 = 1,® = ®_(1)) est associé a un noeud
instable(ou un point selle) et le point (T =1,e =1,® = ® (1)) est associé a un
noeud stable

Démonstration : cf. [48]

2.3.2 Stabilité des points (1 =0,® = ¢.(0),e = 0)

Proposition 14 Le point (7 = 0,® = ®,(0),e = 0) est un noeud dans le cas
d’une détonation et un point selle dans le cas d’une déflagration

Le point (1 = 0,® = ®_(0), e = 0)est un point selle dans le cas d’une détonation
et un noeud instable dans le cas d’une déflagration.

Démonstration : cf. [48]

2.3.3 Courbes Intégrales

Proposition 15 Une forte détonation existe toujours. une faible détonalion
ou une forte déflagration peuvent exister dans certains cas particuliers. Une
faible déflagration n’eriste jamais.

Démonstration:cf. [48]

2.3.4 Etude numérique

A partir du systéme (S), on a pu étudier numériquement le systéme raide
par élimination de la variable £ dans le cas d’une réaction oxygéne-hydrogéne.
On a pu montrer par intégration numérique que la solution numérique confirmer

. = . . 1
la théorie ZND. Si on représente la solution dans le diagramme (V = — P) |

p

on se rapproche de la courbe d’HUGONIOT sans l'atteindre. A la fin, la chimie
ameéne une légére dépression. Les figures 1 et 2 donnent r = 7(¢) et r = 7(®)
(on note qu'au début, e < 7 ).
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FIGURE 4 : Z-M-D theorv
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2.4 Traitement numérique en 2D: cas de la réac-
tion oxygéne-hydrogéne

2.4.1 Cadre général

Pour résumer, il d’agit de traiter le systéme couplé Euler-Chimie qui s’écrit :

( dp apu dpv _
i ofe e e iy 0
dpu 8, , d 13
W'F'a""[ﬂ +P)+B;(puv)_0
dpv 9, o =
T T + z(puv} + :a;(pv +P)=10 (2.18)

OpE

e +—[(,aE+P u]+—[(pE+P]] 0

d d i}
E[ﬂt‘() 4 E(pciu) + ‘(‘,QE(PC:‘U] == T.Ui{P, T! C1, --:Cn)

.

La chimie est modélisée & travers les termes sources w;

La théorie au premier ordre est décrite par celle de Chapmann -Jouguet. Cette
théorie fait apparaitre les gaz brilés comme fonction de I’état initial. Aussi est
il suffisant de prendre les équations d’Euler avec une loi d’état & chaque instant.
Dans le cadre d’ une théorie au second ordre, il est nécessaire d’utiliser la théo-
rie Z.N.D. (Zeldovitch-Von Neumann-Doring ) afin de calculer le chemin de
I’onde réactive. Une autre raison de cette justification est le développement de
structures bidimensionnelles ( appelées "écailles de poisson") qui apparaissent
dans une réaction chimique mais pas dans un écoulement inerte. On peut no-
ter ces structures par observations expérimentales sur la figure 5(cf. [34] et [67] ).

A partir de ce constat, il est nécessaire de modéliser un temps de retard ¢
associé & une température seuil T. telle que:

i T<T,

g{(p{?) + — {pﬁu] + (pgv) —pa(T) on (T) = (2.19)

0siT < T,

La chimie obéit & une loi ’ARRHENIUS de donnée w;.
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Ainsi pour une réaction du type A+ B — C + D, le réactant A est décrit par:

57 (pea) + glpea) + 5 (pean) = (pea)(pen) K O)eap(~ )

ol E est I’énergie d’activation et K vaut:

0ifg <0

K= kT* sinon (2-20)

2.4.2 Modéle oxygéne-hydrogéne

Différents modéles peuvent étre proposés. Dans notre cas, on initialise la
chafne par:
Hy — 2H avec AH ~ —430, 5kJ par mole H, (2.21)

La chaine se propage par:

O+ Hy — OH + H avec AH ~ (0kJ par mole Hy (2.22)

H + 0y — OH + O avec AH ~ 58,53kJ par mole O,
OH + Hy — H30 + H avec AH ~ —58,53k] par mole H,0

A la fin, la chaine se termine par:
H+OH+ M — Hy+ M avec AH ~ — — 485kJ par mole H,0  (2.23)

Pour notre cas, M est un gaz inerte tel que par exemple Nj si on s'intéresse a
la réaction hydrogéne dans ’air. L’ensemble du systéme s’écrit alors:

U, OF(U) , 3G(U)

=H(U 2.24
B s By () (2.24)

avec
U = (p, pu, pv, pE, pb, pen, , peo,, p9)* (2.25)
F(U) = (pu, pu® + P, puv, (pE + P)u, pdu, pcn,u, pco,u, pgu)’ (2.26)
G(U) = (pv, puv, pv* + P, (pE + P)v, pbv, pen, v, peo, v, pgu)° (2.27)
H(U) = (0,0,0,0,—pa(T),0, wo,, $)* (2.28)

et
wo, = —25105,0303,200,!{1(ﬁ]e:ﬂp(—&;% (2.29)
¢ = 28.52910%pcq con Ko(0) (2.30)
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avec

9.54107si 8 <0
Ki(6) = (2.31)
0 ailleurs
3.310%s1 60 <0
Ky(8) = (2.32)
0 ailleurs
L’ensemble est fermé par le traitement de cy,0,cH, con, cH,-
Si on pose 2 S 2 + t:ti - vi on trouve alors:
PO Tt = Bt Oz oy’ ’
i D(cﬁz) _lD(coa)
7 e iy e
D(CH:O) —EDQ ‘D(COR)
—— = J3.71141 — = 0.5625 ——=~
Dt 3.7 0 Dt 0.56 Dt
{ (2.33)
Dfen) _ Dq —2D(co,)
Di - —2.062-1-37 —3.12510 ~5
D(con) _ Dq _2D(co,)
= —35.052 Dt 53.12510 Di

\

Pour terminer, tous les gaz (Hs, Os, No, H, OH, H,O) sont traités en gaz parfaits
et donc en chaque point & chaque instant, la loi d’état s’écrit :

1 1
P = (y-1)(pE - 5pu’ — 5pv°)

ot v est une fonction des concentrations et change en espace et en temps.

2.4.3 Traitement numérique

Il est nécessaire ( pour utilisation de la théorie Z.N.D.) d’avoir recours & un
schéma du second ordre associé aux systémes hyperboliques. Notre choix s’est
porté sur un schéma de type prédicteur - correcteur similaire & celul proposé
par VAN LEER. Dans notre configuration, on utilise une méthode pour maillage
non structuré(cf [47].

La méthode comporte quatre phases: chaque quantité conservative est décrite
dans une maille ( en 2D triangle ou quadrangle, en 3D prisme, tétraédre ou




hexaédre ) Par une valeur moyenne et une pente dans chaque direction( on uti-
lise done 8 variables primitives ou 24 valeurs par maille en 2D).

La premiére étape est une étape de prédiction au demi- pas de temps ¢+ ot qui
se propage i la frontiére de la maille et qui est uniquement fonction des valeurs
dans la maille.

La seconde utilise un solveur de Riemann pour traiter ’intersection des ondes
qui se propage a l'interface de deux mailles.

Dans la troisiéme étape, la valeur moyenne au temps £ + At et calculée par une
loi de bilan.

Pour terminer, les pentes sont calculées afin de respecter une notion TVD dans
chaque direction spatiale & partir des valeurs définies au milieu des mailles.
Mais la présence d’un terme source perturbe ce traitement. Chaque étape pré-
cédente est respectée mais dans les étapes 1 et 3, utilise une formule implicite
pour les termes sources.

L’autre difficulté vient de la définition d’un solveur de Riemann qui utilise une
formulation monodimensionnelle.

2.4.4 Probléme de Riemann 1D
On considére le systéme d’Euler 1D défini par:

V = (p, pu, pE)*
%—‘: + a%(ﬂ =0et (2.34)
% ®(V) = (pu, pu? + P, (pE + P)u)*
avec les données initiales

Vesiz<0
V(0,z) = (2.35)
VeRsiz>0

Pour Vp : "
Pp=(y —1)(pLEL - Eﬁwnz)
et pour Vg :

1
Pp = (yr — 1)(prER — §pnunzl-

36




Comme dans [145],soient T = E, f= Ik

2y 7—1

( e~*/7 with for z > 0
fl(x:‘]’) = .6+ er
ﬁ 1+ Be*

with for z <0

1

f:s(-’t':')'} - fl{I!‘T}

Til{l — e~ ") avec pour z > 0
27 l—e7F
7—1(1+pee) T2

hl(z‘ 7) ==

avec pour = < ()

2
¥—1

21 -1
7= 1(1+Be=)/2

(e™ —1) avec pour z > 0

ha(z,7) =

avec pour z < ()

On a donc

hs(z,) = Vh(z,7)e* *hi(2,7)
On en déduit(cf. [47]

(2.36)

(2.37)

(2.38)

Théoreme 8 5iVy et Vi sont les deux états initiauz du probléme de Riemann,

alors il existe une solution - unique- s

G %
L_, Cr_

up —ur < 2
e (‘YL—l TR —1

)

qui peut étre calculée. Sinon le vide apparait.

Par la suite, il est facile de calculer V(0,1) qui est indépendant du tempse
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2.5 Glissement en combustion
2.5.1 Notations-Définitions
Définitions: gaz simples

Dans une approche tridimensionnelle, soit d*7 un élément de volume de
I’espace physique et d®# un élément de volume de I’espace des vitesses. De
maniére évidente, on peut écrire:

d3r = dzdydz
{ d*v = dv,dvydv, (2.:39)

On appelle densité notée n(7,t) , le nombre de particules par unité de volume
localisées en 7 au temps t. On a clairement :

n(7,t) = [ f(7,7,t)d% (2.40)

Si I'on note m la masse des particules, on appelle densité massique, la variable
notée

p(7,t) = mn(F,t) (2.41)

La quantité de mouvement totale dans d®r s’ écrit
d*r f mi f(F, 7,t)d>v

Comme la masse totale dans d3r s’exprime par p(7,)d®r, on définit la vitesse
hydrodynamique par:

V(r,t) = ﬁfmaf(ﬂ 7, 8)d% (2.42)

On appelle Vitesse Particulaire notée 19; d’une molécule la vitesse de celle-ci par
rapport & un référentiel se déplagant a la vitesse hydrodynamique V

Vo=0-V (2.43)

N.B.: Pour un gaz simple, la vitesse particulaire moyenne est constamment égale
4 zéro. On en déduit, d’aprés la thermodynamique, que la moyenne du terme

%msz n’est autre que 1’ énergie interne du gaz, d’oii:

e(F,t) = p(;—lﬂ‘/%mvpzf[r", 7, t)d%y (2.44)
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ol e est I’ énergie interne par unité de masse
En cinétique des gaz, la température est définie par la relation:

pe = gnkT (2.45)
avec k = 1,38.10722J.K~!, constante de Boltzmann. Comme on a 3 compo-

santes pour 1;}.,, on dispose de 3 vecteurs dont les 9 composantes sont celles du
tenseur symétrique de rang 2:

%:m]ﬁ:l};fdav (2.46)
On appelle pression hydrostatique le terme:
e %? .1 (2.47)

De méme , on définit le flux d’énergie cinétique par:
1 =
i= 3m / Vol fVpd®v (2.48)

Définitions pour un mélange de gaz

Il s’agit ici de simples généralisations des définitions précédentes.
Considérons donc un mélange de K-composants. Le nombre de molécules de
’espéce i présentes en 7 & d®r prés, & la vitesse v & dv; prés s'écrit:

fi(7, @, t)dPvid®r

(fi est la fonction distribution de vitesse de 'espéce 1 ).
De méme :

= j (7, 5, )%
et
Pi = nymy

La densité du mélange, notée n, s’exprime par:

K
n= Y n (2.49)

=t

La densité massique du mélange, notée p, s’écrit:
K K
p= =) mim (2.50)
=1 i=1
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La moyenne ¢; d’une fonction ¢; dépendant de la vitesse des particules de
I'espéce i s’obtient par la relation :

mdi= [ fibid® (251)
La valeur moyenne ¢ pour le mélange s’obtient par :

R -
ng=> nig; = foiqﬁidsvi (2.52)
=1 i=1

Par exemple:

K K
nV = Zn.-V.' = Z f fivid®v;
i=1

g2l

pour la vitesse moléculaire moyenne.
Il s’agit juste d’une moyenne numérique des vitesses de toutes les particules:
elle ne doit pas étre confondue avec la vitesse hydrodynamique 7 définie par:

K £ K
pi=3pVi= Y [ fiid
=1 f=1

Comme, en général, la vitesse moyenne des molécules de type i différe a la fois
de la vitesse hydrodynamique et de la vitesse moléculaire moyenne, il apparait,
dans les mélanges, un phénomeéne appelé diffusion ou glissement (c’est-a-dire
un mouvement relatif en fait) d’une espéce par rapport i une autre. On peut
caractériser la diffusion par la vitesse de glissement de phase de chaque espéce
par rapport a V' ou par rapport a v.
On note: -

W;=V,—7 (2.53)
Pour finir, la vitesse particuliére V;‘. d’une molécule de ’espéce i est définie par
P;'. — ‘i?. — V de telle sorte que V;i = W,
De méme on considére les flux:

i = f ¢i fitidv; (2.54)
et pour le mélange
K
$=> ¢ (2.55)
=1
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Soit : "
P=Z n;m;v; : v; —#Em.fv, ¥ fid3v;
=1

ef,

K
§= E% nimiv; 20 = z m,/u_, o fd>v;

i=1

On appelle toujours pression hydrostatique le terme:

: T

3| =
ol

p:

On définit toujours la température T par la relation:

pe = gnkT

on e est |’énergie interne locale par unité de masse avec:

K
pe=3_ %m; v fid®v; (2.56)
=1

Equation de Boltzmann

Le but ici n’est pas de réétablir ’équation de Boltzmann mais seulement de
la réécrire afin de préciser les notations pour la suite. L’équation de Boltzmann
s’écrit, pour le iéme composant du mélange (cf [22],[86],[46]) :

K
D=3 JHfdi) (2.57)

i=1

qui traduit 1’égalité entre :
un terme de transport: Df;
et un terme de collisions : E;‘;l J(fi, ;)

Dans ce cas , on a

Dfi= 6_};, + G Vefi + EVa fi (2.58)
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oil F', représente les forces extérieures qui s’appliquent sur les molécules i.
T / / ] (F' £ — f:f;)gbdbdedy; (2.59)

oit les ’ indiquent les valeurs aprés collision, b est le paramétre d’impact et ¢
I’angle de déviation.

2.5.2 Gaz simple hors équilibre-Méthode de Chapman-
Enskog

Solution de I’équation de Bolzmann . Méthode de Chapmann-Enskog

Le théoréme d’entropie de Boltzmann permet d’affirmer que la solution de

I’équation de Boltzmann en équilibre thernodynamique n’ est autre que la Max-
wellienne :
my

2
m;v;
2FkT)3!2B:p(__‘) (2'60)

fi(7) = ni( kT

Si les gradients macroscopiques sont petits, les molécules voyageant dans une
petite région différent peu en terme de distribution de vitesse, de celles déja
présentes dans cette petite région; autrement dit elles n’engendrent de variations
qu’a ’échelle macroscopique (temps que mettrait une onde sonore pour parcourir
une distance physiquement appréciable, soit 1073 a 10~* s contre environ 10~
s de temps libre moyen entre deux collisions).

On en déduit qu’ en conclusion, I'effet dominant est celui des collisions amenant
le gaz & I’équilibre thermique par rapport aux phénomeénes de transport.

Pour faire ressorfir cet effet dominant, Hilbert, et surtout Chapman-Enskog
(Cf. [22], [86], [46]) ont eu I'idée de modifier I’équation de Boltzmann par un
paramétre € petit, donnant ainsi plus de poids au terme de collisions, soit :

Df = J(4,f) (261)

Pour ¢ petit I’équation précédente devient un probléme de perturbation singu-
liére pour f. On cherche une solution en considérant le développement suivant :

Fo O 4o 4250 4 (2.62)

Il restera alors, aprés calculs, & définir 'ordre d’approximation (en puissance de
€) anquel on décidera de se limiter
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Application de la méthode de Chapmann-Enskog

On peut alors écrire:

. F(0) " S
pip=L2 L0 50 4 5,50 (2.63)
at at
alors
Df =Df® 4+ eDMf 4+ 2DAf 4 (2.64)

Si I'on considére toujours d'équation de Boltzmann modifiée | en égalant les
termes en puissances de € on trouve:

J(f(o]‘f(ﬂ)) =0

{ TUFOL, Fo0y 4 I, JON) S TP — J (AW, Je=t) = T8, fO)
(2.65)

La relation d’orthogonalité est toujours valable car les composantes de ¥ sont
invariantes par collisions.
Aprés quelques calculs ( cf [63]) , on obtient :

ldp =,
P i
4 e oF Zr 20
de ~ J:, -
pa = —(Vqld) + PU) : Vi)

ol Al
PU) =¢ [mVV fUld3y
(2.67)

q-(j) = fj f §mV2‘l7'fU}d3v

c’est-a-dire que PG) apparait comme la quantité de mouvement relative (i.e.
par rapport a celle du fluide moyen correspondant) transportée par la vitesse
relative du fluide et pondérée par le nombre de particules ayant la fonction de
vitesse fU7).

La méthode de Chapman-Enskog permet ainsi d’écrire des équations de la dy-
namique des fluides sous une telle forme qu’elles peuvent étre explicitement
évaluées a chaque ordre d’approximation.

A D'ordre zéro, ne subsiste que | ’équation

IO, 1) =0
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dont on a connait la solution :

2
OF,5,) = nO(—"_)3/2ggp_ MV2
P60 = n ooy =~ ggy)

avec n(®) vrn),T(“] définies comme les quantités locales densité, vitesse hydro-
dynamique et température, et données par:

n(0) r_-ff{':')d:’v

PO = [ mif0)gsy

3 1 (2.68)
—2-n(°)kT[D} = pl0el®) = / §mV2f(ﬂ)d3v
Dans ce cas, on obtient en outre:
et le systéme s’écrit alors:
idp_op
) p dt .
p;g— = pF — Vp avec p = nkT = 3Pe (2.70)
de = o ey
P = =pl : VV = —pdivi

ou 9
p=nkT = 3Pe
qui n’est rien d’autre que le systéme d’Euler de I’hydrodynamique appliqué &

un gaz parfait.
Dans le cas du ler ordre les équations s’écrivent :

J(f(n}}f(n)) =0

(2.71)
J(FO, F0) + I (5O, £O) = Dflo)
La solution & I’ ordre 0 est connue, ¢’ est la Maxwellienne précédente.
11 faut donc déterminer f() ou ®() qui est solution de :

© %
n2I(1)) = DfO) = % + VRO 4 (F -

dy(a)
dt

Vo f O = (Vo OV : Vi
avec

d a =
0= 50 +7.9x()
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on obtient done, tout calcul effectué, dans le cas de la Maxwellienne:

mV?5

~ - l
Dﬂm:fmﬂ———ﬂVWmT+E~VV 7 V2I) : Vi
D’aprés les calculs précédents, on doit avoir:
n2I(@W) = — FO) 2o loan oo
1(@M) = —f [( —-)vv:ogT+ ﬁ(vv =5 D:Vau  (2.72)

La solution n'est pas déterminée de fagon unique par cette équation puisque
I'on sait que 1'on peut ajouter a toute solution particuliére une combinaison
linéaire des invariants collisionnels / sommatoires qui sont solutions de I’équation
homogéne associée.

Il est clair d’aprés la forme de 1’équation intégrale que la solution s’écrit comme
la somme de:

- Une combinaison linéaire des composantes de VT’

- Une combinaison linéaire des composantes de V#

- Une solution scalaire associée a I’équation homogéne

ce qui peut s’exprimer comme suit :

B: Vi l15[_'alo_r;r‘jf'..::rfw?‘]'il'(2.73)

-

o) = __J logT —

3| -
:SI'—‘

:3

oil A et B sont des vecteur et tenseur fonctions de V tandis que a(!) est un
vecteur indépendant de la variable vitesse. Tous ces "coeflicients" peuvent a
priori dépendre de 7 et t .

Aprés calculs (pour plus de détails Cf. [46]), on trouve:

=

A=AV
et

B=B)(V:V--v)

o=

oil B est symétrique a trace nulle.
En posant

1 ls,
S = 5(Vi+(V9)) - 37

(tenseur des contraintes transverses)

on trouve P(1) = —2nS et donc

~ll
I
.E-ll
|
o]
=
G




ce qui correspond & la loi de Newton dans la théorie de Chapman-Enskog au
ler ordre d’approximation (7 est appelé le coefficient de viscosité).
De méme, on trouve pour §:

§=qd) = 2VT
ce qui correspond 2 la Loi de Fourier avec ) le coefficient de conductivité ther-

mique.
Le systéme global s’ écrit :

AN

1dp -

] ==V,

dVv S =

P =PF-Vp+2V.
—2—1‘(—6.(,\6?’) + PV.V) - 205 : Vi

(2.74)

]

L
dt =

ce qui correspond aux équations de Navier-Stokes pour un seul fluide.

Mélange de gaz hors équilibre

En appliquant la méme théorie mais étendue aux mélanges de gaz , on trouve

(cf. [63])

¢ 2 r
1 dp; 5 o S1/09) 1 e
—_——=-V.u - ‘7“ s __v{J ‘7FH
pi dt 5 Jgn ' .rz:;)P‘ ‘
] T S e
pdt < - y
i=1 3=0
de e 3 T S ()
po = ~ > Vgl) = NPl : Ui+ Z;ZP;F.-V,-J
| ji=0 j=0 i=1j=0

ou
1/;{") est la contribution du jéme ordre a la vitesse de diffusion de 'espéce i
PU) est la contribution du Jéme ordre au tenseur de pression
gY) est, la contribution du Jjéme ordre au flux de chaleur en notant :
n.'V'-(j} | f ‘Z‘_ﬁ(j)dsv,'
PUO) = Zﬁl Pi{j) =€ Z;Kﬂ mi"};‘l‘-{'ﬂwd%i (2.76)
9 =TL 0" = L, [ smV2Vif Dy,

avec

K T
Zpivi(” =0
=1
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Ainsi, comme dans le cas d’un gaz simple, la méthode de Chapman-Enskog
fournit une méthode unique pour obtenir les approximations successives des
fonctions distribution de vitesse de chaque composant du mélange et, en méme
temps, conduit aux équations de la dynamique des fluides sous une telle forme
que les coefficients peuvent &tre évalués a chaque ordre de ’approximation.
Avec une approximation a l’ordre zéro, on a:

V;(D) =
PO =pf (2.77)
¢® =0

ot p = nkT'. Le systéme hydrodynamique s’écrit donc:

f ;1:% =-Vipouri=1,....K—1
1dp =
1 L (79
= = 2_piFi—Vp
i=1
\ pg S U

ce qui correspond au systéme d'Euler pour un K mélange.

Par le méme type de calcul que celui qui a été mené pour le monofluide, on
obtient:

5_,_, - -
Df® = f'(GJ[ Vd+(2kr 5vwagTJr = (ViVi - 3V?f):vv

b B P pi
&= DL 32— Ly Piog P~ PR
Vn‘_ +(n,- p'_)V ogP P(F

n'Mx

.i
‘P
Par une démarche analogue & celle du gaz simple, on cherche @g ) tel que

B0 pr-‘)d —wA V!ogT 159
J-..1

Dans |'approximation au ler Ordre de Chapman-Enskog, la vitesse de diffusion
des molécules de 1'espéce i peut s’écrire :

— K
Vi =V"= -3 Dyd; — Dr.VT (2.79)
F=1
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N.B.: Dans la suite on parlera indifféeremment de vitesse de diffusion ou de
vitesse de glissement de phase.

Remarque: les D;; sont appelés coefficients de diffusion multicomposants.

Les Dy, sont appelés coefficients de diffusion thermique multicomposants. Si
I’on introduit le taux de diffusion thermique k7, tel que:

K
> Dijkr; = Dr,
=1

on peut aussi écrire V; sous la forme:

K
j=1

Remarque : L’hypothése fondamentale réalisée par Enskog nous améne i avoir

un glissement de phase stationnaire au sens ou il ne dépend pas explicitement

du temps mais seulement des grandeurs thermodynamiques macroscopiques.
On trouverait également comme dans le cas du gaz simple au premier ordre :

— - =

P=pl—2§ (2.81)

Mais cette fois § s’écrit :

2n

K
§=-AVT+ P (kr, +

=1

W (2.82)

et donc dans ’expression du flux de chaleur apparaissent deux termes:

- Le premier, purement conductif, de type loi de Fourier.

- Le second, purement convectif, représentant une quantité de chaleur transpor-
tée par la vitesse relative de chaque espéce du mélange (par relative on entend
relative 4 la vitesse moyenne du mélange).

Au bilan on dispose donc des équations de Navier-Stokes multi-espéces :

Pi% =-Vii— ple'p,l:’; pouri=1,....K—1
i 1 1dp 69
pdt
4 e ea ' o (2.83)
"E-;P' ; — VP
& _ G5 B9+ kT
pdt =iy q ‘__1P| AL

associés aux relations de fermeture précédentes.
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Les équations générales du modéle de combustion

Soient les équations de I’hydrodynamique pour un mélange de gaz précé-
demment établies et prenons en compte le fait qu’il peut y avoir des réactions
chimiques :

== —ﬁﬁ—ﬁt—l_ﬁmﬁ—l—w; pouri=1,....K—1
pi pi 1dp _ i
pdt — "
4 - R | .7}

PI:ZPiFs—VP

I
pE;:Vq— VV+ZP.F.V.+Ex

\ i=1

avec les mémes notations qu’au chapitre précédent:

K
Vi == Dij(d; + kr, ViogT)

=1

ol

1

K
d; = VX; + (X; — Y;)ViogP — %’(Fj - YiFy)
=1

ot on note X; la fraction molaire et Y; la fraction massique.
w; est le taux de production de I’espéce i (qui obéit & une loi d’Arrhénius) et

tel que
K
Sw=t

=1
et By 1’ énergie libérée (ou absorbée) par la réaction chimique.
On rappelle que I’ on a
K
S W=
=1

Dans ce cadre , un certain nombre d’hypothéses simplificatrices vont étre appli-
quées:

H1: On suppose que les fluides sont soumis a la seule force de la pesanteur.
H2: On néglige les termes en VlogP et ViogT

En effet dans un mélange en mouvement, surtout aux vitesses élevées, le terme
prépondérant dans la diffusion est celui concernant les gradients de fractions
molaires (i.e. de concentrations).

1
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V; devient alors sous ces hypothéses associée a la loi de Stephan-Maxwell :

K
V= —ZD;'J'V?XJ- (2.85)
j=t
Par suite on peut écrire
o R Tl N N S 70
§=—AVT + §PZX,-V,- = =AVT + 5 PV (2.86)

=1

H3:
On suppose que chaque gaz obéit & une loi des GP tq:

P; = (s — 1)pse; pour i =1, ....... K

Proposition 16 Un mélange de gaz parfaits obéit a une loi de gaz parfaits du
méme type
| S ! X;
pek | Sewl
Démonstration : cf. [63]par exemple.
Le probléme en 1D peut s’ écrire sous forme canonique :

oU - OU -
o+ AW = H(D)
pour lequel | on va définir le probléme hyperbolique associé:
v _
dr
ot I’on a pris pour U qui représente les inconnues du probléme:

U = (%, Y1, V)T

— + A() 0

‘Les différents systémes étudiés

Les équations de conservation des espéces peuvent étre réécrites grice a
I’équation de conservation de la masse de la maniére qui suit :

%—t+va1f.-+vmw+;’va:mw.-

Dans la suite nous allons étudier deux cas qui correspondent & deux maniéres
de considérer cette derniére équation, Mathématiquement cela revient a décom-
poser de deux fagons différentes la matrice du systéme de convection-diffusion.
Dans le premier cas:

aY;

B = ﬁﬁy’l — —(ﬁ(Yt'lZ) o

i

'ViVp) + Yiw;

= |

50




Dans le second cas , on écrit:

Y | o, 5
== (7 V,)VY; = —(Y; VV;

'Q

i‘:’. Vp) + Yiw;

P

Dans le premier cas, cela revient & dire que tous les termes comprenant du
glissement de phase sont ici considérés comme des termes de diffusion.

Dans le second cas en revanche, on introduit un terme de convection qui signifie
que ’espéce i est convectée avec sa vitesse propre (V + V;) et non a la vitesse
d’ensemble du mélange V.

Cela conduit a écrire deux systémes qui sont:

%t}i + VVY; = Yiw; — (V(V:Vi) + ?—ﬁﬁp] pour i = 1,

%ig +V(pV)=0
(S1) §

vV

oy 36P+£‘f{w)=+g+1v mS
de P 5 Py b iy 2
 + V.V + —=V.PVi + VVe = ~V.(AVT) + 225 §V+Ex
\ Ot P 2p P P
(2.87)
et
%+(L7+17)€’)’; Yiw; (Yﬁ'f"+§q€’p)pouri:l,..,‘..‘!{—l
9P L (o) =0
o
(2) 5 oV ig
e VP+V{VV) +g+~V2nS
%;+ vv+§~vpvm+vve_~vp\w) gy V+E‘x

p
(2.88)

On considére I’ensemble d’équations suivant , écrit en monodimensionnel :

' o | 0% 19 - ,
_6't_+ V'B? = },'w; = ;'3';()0},11‘,) pour 1 = ]-, e |

ap dap v _

Vgt =0
< oP8Y; OV 18,
Zay. Tl il A

de i““‘apvm%+ga_v+va_e L9 ,Or 2
| at Qp'_:l aYy; oz p Oz ar pc'ix dx
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On en déduit la matrice A( U ) de ce systéme qui s’écrit :

v G =0 0 0 0 0
0 ake !

; NS o v 0 0 0

bl 0 L =g 0 v p 0

10P 4B v O 1 ¢ (W8P

p oY 0 pOYk pOp p e

kia(”"’m) 5 8(PVim) 5VmdP P . 5V OP
2p Yy ST 2p Yk 20 Op p 2p Oe }
(2.90)

On considére le systéme (S1’°) suivant ( systéme homogéne associé a (S1) ):

U au

=+ AU) =0 (2.91)

Théoreme 9 Le systéme (S1°) est inconditionnellement hyperbolique

Démonstration: cf. [63]

Remarques:

1) A ce stade la loi d’état pour le gaz n’ est pas spécifiée .

2) Si I'on annule le glissement de phase ( V;, = 0) on retrouve le cas bien connu
de I’hydrodynamique sans glissement.

Désormais , afin de simplifier les notations, tous les gaz seront considérés comme
parfaits si bien que I’équationen Z (o0 Z = V — A ) & résoudre devient :

22+ 2y = )WnZ — ) =0
ce qui donne pour solutions

Z2=0etZ2=2,

avec 5
Zat lr= WuZy—=e2=0

Il est aisé de vérifier que le discriminant est toujours positif quelle que soit la
vitesse de glissement V.

52




| Vin |

Proposition 17 Les valeurs propres de A(U) s’expriment lorsque —— < 1
(4]

par: A =V de multiplicitée K et A=Ay =V e+ g('y — 1)Vin ( ceci est vrai
au premier ordre en Vi )

Démonstration: cf.. [63]

Proposition 18 Les vecteurs propres de la matrice de convection A (U ) de
( 51°) sont :

Pour =V, ¥Yi=1,....K -1, =(0,....,0,1,0, .....,0)*

Pour \g = V,rk = (0,....,0,p,0,—e)* ,

Pour Ay, 71 = (0,....,0,p,£c+ %(7 - 1)V, % + ngc)‘

Démonstration: cf. . [63]

Remarque:

La prise en compte du glissement de phase dans le systéme (S1°) (ot seule
I’équation d’énergie interne présente une différence par rapport au cas sans
glissement de phase) a pour conséquence de modifier deux champs propres.

Le systéme (S1°) n'étant pas strictement hyperbolique (la valeur propre V est
de multiplicité K) il nous faut encore nous assurer que l'ensemble des vecteurs
propres ci-dessus forme bien une base de R¥+? Un calcul immédiat nous donne
le résultat suivant :

Proposition 19 L’ ensemble des vecteurs propres de A (U ) forme une base
de RE+2

Remarque: On peut également noter que cette base propre tend continfiment

vers la base propre du cas homogéne ( ie sans glissement de phase ) lorsqu’on

fait tendre les vitesses de glissement vers 0.

Par référence a [70],[71], on va étudier la linéarité des champs . Il est aisé de

vérifier que les K champs associés a la valeur propre V sont tous Linéairement

Dégénérés.

Les deux champs A4, r} sont Vraiment Non Linéaires lorsque l—l/m—l < 1.En
c

effet, on trouve que

(r—=1)
2

s 5
NAsr: = %( Je+ 4—’1’(‘7 = 1)Vin

La conclusion en découle immédiatement.
Les invariants de Riemann associés aux champsi (i=1,..,K — 1) sont:

(Y1, ........ }’",Y,‘.;.l, ..... YK—],P, V,e}
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On connait également K+1 invariants de Riemann pour le champ K ot Ag = V.
On trouve:

(Y1, cesnesss Y, Yigr, - Yro1,0, P)

Nous devons chercher des invariants de Riemann pour les champs A+ . Pour cela
nous devons au préalable nous rappeler un résultat établi lors de I’étude biblio-
graphique concernant ’ordre d’approximation auquel on se plagait pour écrire
les équations de transport . Ce résultat nous disait que les équations de Navier-
Stokes étaient les équations de transport macroscopiques dérivées de I’équation
de transport de Boltzmann microscopique aux termes d’ordre 2 en vitesses de
glissement prés. Si bien que nous nous sommes jusqu’a maintenant limités ( et
nous continuerons & le faire bien str ) a exprimer toute quantité dépendant du
glissement de phase jusqu’a ’ordre 1 en celui-ci ( d’ou le développement limité
introduit pour les A4 et leurs vecteurs propres ). On connait K+1 invariants de
Riemann du cas homogéne:

2 P

Aprés résolution du systéme, on dispose de K+1 invariants de Riemann du cas
avec glissement ( on vérifie aisément que les gradients de ces invariants sont bien
linéairement indépendants):

3y—-1 P
‘y—lc i VinLn(e), — 7 T bV E)

On considére I'ensemble d’équations suivant, écrit en monodimensionnel :

; aY; aY; YiVidp . Vi e

ﬁ"‘(V"’V;)a -——Y,U.F'—Ta—l/.apourﬁ—l, ....... K -1

dp dp oV
§+VE+PE—U
) OV 1N0POY OV _ 1028

ot ~ p 4 0Y; Oz oz 7 p Oz
de 0PV 0¥ POV 0e 10 (0T, Mg oo

1 6t+2p oY 8$+p3;r:+ oz pax( (S YR
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On en déduit la matrice B( U ) de ce systéme qui s’écrit :

o NN o S8 it 0 0 0 0
e e oa? e )
0 . . .
; v i WV 0 0 0
5 0 oy 0 Vv p 0
10P 1 9P 9P 19pP
p oY, T Upi¥E g p Op p Oe
5 8(PVa) 5 0(PV) SVmdP P 5Vn 0P
\2 % " gk 2000 p 2% Oe /

(2.93)

On considére le systéme (S2’) suivant( systéme homogéne associé a ( 52 )):

au au
o B0 =0 (2.94)

Théoreme 10 Le systéme (S2') est inconditionnellement hyperbolique
Démonstration:cf.. [63]

Proposition 20 Les vecteurs propres de la matrice de convection B ( U ) de
( S2°) sont les mémes que ceux de la matrice A (U )

Démonstration:cf.. [63]
Les invariants de Riemann de (52’) sont identiques & ceux de ( S1°) car les

bases propres sont identiques . Les valeurs propres du systéme (S1) peuvent
étre classées par ordre croissant :

Al €A £ e € Ak 41 S Ak 42

avec :
Aj = A= V-—c—i—-z—(‘y—l)vm
Xo'=nauivan =A==V (2.95)
AK+2:A+:V+C+2(7— 1)Vin

Les premier et dernier champs sont, on I’a vu, vraiment non linéaires c’est-a-dire

55




que les ondes associées sont soit des ondes de choc, soit des ondes de détente .
Les champs intermédiaires sont quant & eux linéairement dégénérés c’est-a-dire
que leur sont associées des ondes de raréfaction .

NB: Par rapport a ’hydrodynamique sans glissement de phase, seule la qua-
triéme relation de choc est modifiée. Aussi, le raisonnement appliqué sans glis-
sement sur les courbes de choc peut étre souvent réutilisé. On considére le pro-
bléme de Riemann (P) défini par U P’état gauche et par Ug I’état droit.

Théoreme 11 Le probléme de Riemann admet une solution unique si et seule-

ment st 9 9
VR—VL < cr -+ CR
4 =1 TR —1

Démonstration:cf . [63]

Pour résoudre le probléme de Riemann que nous avons étudié, nous avons consi-
déré que les vitesses de glissement de phase obéissaient & une loi de Stefan-
Maxwell.

Si I'on se référe a la théorie cinétique des gaz ( cf étude bibliographique ) il
nous faudrait pour déterminer ces seuls coefficients inverser plusieurs systémes
(K,K) a chaque pas de temps: ce serait par trop cofiteux et rendrait le code
quasi inutilisable.

Hirschfelder et Curtiss, confrontés au méme probléme, ont avancé la formule
approchée suivante :

- D; - —
Ve = —EVX;: + Ve

avec

.1 A=%
Dk =—Xf
Et#kbk_ll

ot Dy est le coefficient de diffusion binaire et 17.: vitesse de correction telle que :

K - —
> ViV =0
k=1
soit :
oy
Vo= D —VX

De I'expression des 1:’; , on en déduit celle de V;.l qui vaut

K

= 1-% . .Y .
Vin =§—ﬁ(zﬁ1)vxg
o= J#l Dj,l
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Le systéme (S’2) contrairement & (S’1) n'est pas conservatif. Il est cependant
trés intéressant & étudier car il prend plus en compte dans sa partie convective
- que nous allons regarder plus attentivement dans ce paragraphe -la physique
des mélanges puisqu’il convecte les fractions massiques Y; a la vraie vitesse de
'espéce i, & savoir V' + V; et non plus seulement a la vitesse d’ensemble du mé-
lange V.

Nous nous intéresserons dans ce qui suit a la partie transport de ce systéme,
c’est-a-dire que nous considérerons le systéme suivant :

On a vu dans le chapitre précédent que I’on connaissait déja beaucoup d’infor-
mations sur ce systéme:

Il est inconditionnellement hyperbolique ( strictement méme si les vitesses de
glissement sont toutes différentes les unes des autres ). Les valeurs propres sont :

N=V+V pouri:I,K—l,/\:V,/\i:Vﬂ:c-i-g('T—l)Vm

les vecteurs propres sont identiques & ceux du systéme (S’1) Par conséquent les
invariants de Riemann sont eux-aussi identiques a ceux de (S’1)

Le champ (V, rk) est linéairement dégénéré.

Tous les autres champs sont vraiment non linéaires.

Les courbes paramétrées des détentes ont été exprimées pour le systéme (S’1)
et sont ici identiques puisque les invariants de Riemann sont communs aux deux
systémes

En ce qui concerne les courbes de choc il faut noter que le systéme (52’) n’est
pas conservatif: les équations d’évolution des espéces sont non conservatives
et posent probléme pour !’ écriture des courbes de choc correspondantes. En
considérant l'équation d’évolution de l'espéce i et en notant par 1 les états
avant le choc et 2 aprés, pour & une vitesse de choc donnée, on obtient :

ri¥i) + [ pVid.Yide] =0

L’équation de conservation de la quantité de mouvement nous donne m=cte
On en déduit :

](m+ pV;)8:Y; = est

Conclusion : les fractions massiques ne varient pas au travers des chocs associés
aux valeurs propres Ay et A\ =V + V.

Comme elles ne varient pas non plus au travers des ondes de détente associées
aux valeurs propres Ay , on peut dire que les fractions massiques ne sont pas
affectées par les 1 et K42 ondes.

Pour le champ Ay = V, son étude a déja été réalisée pour le systéme (S1) .
Il s’agit d’un champ linéairement dégénéré donc d’une discontinuité de contact.
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Par un raisonnement analogue au cas général , on obtient :

Théoreme 12 La solution du probléme de Riemann eziste et est unique si et

seulement si: 9 5
VrR—=VL < cr.+ CR
qr—1 YTr—1

Démonstration: cf.. [63]

2.5.3 Schéma Numeérique

Le schéma qui est mis en oeuvre est le schéma de Van Leer qui est une
extension au deuxiéme ordre en espace du schéma de Godounov.

Rappel sur les schémas conservatifs

Quelques rappels sur la construction du schéma de Van-Leer dans le cas clas-
sique, c.a.d. dans le cas de systémes d’ équations conservatives hyperboliques
permettent de comprendre son extension. Ceci est nécessaire pour mieux com-
prendre les changements a faire pour adapter le schéma de Van-Leer le plus
naturellement possible au cas de systémes non conservatifs hyperboliques.

On suppose tout d’abord qu’a chaque étape de la discrétisation la solution aura
une pente constante dans chaque maille.

On suppose également, que la solution de probléme de Riemann sur la frontiére
entre les mailles est connue.

Considérons maintenant les équations sous forme conservative:

On pourra se référer par exemple A [47]

Le schéma se développe dans quatre étapes:

- Prédiction de la solution au demi pas de temps dans le cadre d’un schéma
prédicteur

- Calcul des flux par un solveur de Riemann faisant interagir les différentes
ondes.

- Bilan sur un pas de temps dans une cellule de travail

- Calcul des pentes de maniére a préserver au mieux une notion T.V.D.sur les
quantités conservatives .

Cas des systémes non conservatifs 1D

Canoniquement un tel systéme peut s’écrire sous la forme suivante:
AU+ A(U)GU =0

Il est évident, que I’étape de la prédiction est exactement la méme que dans le
cas du systéme conservatif. Par contre, pour I'étape de bilan on ne peut plus
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utiliser le théoréme de la divergence puisque I’on ne dispose pas d’un flux. Inté-
grer le systéme non conservatif ci-dessus signifie savoir proposer une estimation
de I'intégrale volumique intervenant dans la partie non conservative.

Pour la partie strictement non conservative on propose une estimation trés
simple, dont la bonne correspondance avec les solutions analytiques a été dé-
montrée par [116]:

(n+1)dt  p((74+1/2)6z
f f Un+1f2)VUﬂ+lf2dz
—-1/2)éz

est approximé par

((i+1/2)0z
I'= Am(U“““)f VU /24y
(§—1/2)éz
ol
A(Ul_‘l'l'lfz) — A(Uﬂ+1f2

avec N; représentant le nombre de voisins de la cellule j.
Comme il faut résoudre le systéme considéré en géométrie 3D | il est utile de
s'intéresser aux ajouts liés au passage multidimensionnel.

Cas des systémes non conservatifs 3D

Il est facile maintenant d’écrire le schéma adapté au non conservatif dans le
cas multidimensionnel (I’extension du schéma conservatif 1D au cas a plusieurs
dimensions a été réalisée dans [47]

On considére de méme les quatre étapes:

Prédiction puis Etude du Probléme de Riemann pour le Bilan et enfin le calcul
des pentes

Pour faire le lien avec ce que 'on a dit aux paragraphes précédents concernant
les systémes que |’on veut étudier, il faut avoir & ’esprit que la résolution du
probléme de Riemann intervient entre ’étape de prédiction et celle du bilan .
C’est ainsi que nous considérons les quantités V;,; et V; comme connues dans le
solveur de Riemann car nous les exprimons (au moyen de la loi de comportement
de Stefan-Maxwell) en fonction des valeurs prédites. L’erreur ainsi commise est
trés faible car les vitesses de diffusion étant des quantités petites devant la vi-
tesse du son, leurs variations d'un pas de temps a 'autre étant au plus de 'ordre
de v/c, I'erreur commise sur la variation est vraiment trés faible.

Traitement des termes sources

Dans ce cadre, on traite en partie explicite les termes sources et les matrices
visqueuses dont on calcule le bilan sur une maille par le fait qu ’'on connaisse
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un gradient dans une maille. Dans le cas 3D on doit considérer 9 matrices vis-
queuses et non plus 4 comme en 2D.

Pour les termes sources, la méthode présentée précédemment ne peut étre uti-
lisée telle quelle.

L’étape de la prédiction est intégrée par une méthode de Runge-Kutta du second
ordre et |’étape du bilan est donnée par la résolution numérique du systéme avec
P'utilisation d’une méthode de Runge-Kutta du 4éme ordre. Le restant demeure
inchangé.

Les termes sources sont de trois ordres:

- termes d’origine chimique d’ordre (0 en terme de U

- termes dus a la pesanteur, d’ordre 0 eux aussi.

- termes de diffusion et de viscosité d’ordre 2.

Le méme traitement est utilisé dans les trois cas e

60




Chapitre 3

Traitement numeérique de la
Turbulence compressible par
un modéle & deux équations

3.1 Introduction

Pour une présentation générale | a travers un point de vue numérique , voir
par exemple [121].
Aussi voici une présentation a I'aide d’un modéle standard est envisage A ['aide
d’un modéle compressible K - €. Sont présentés:
Les équations du modéle a I'aide des moyennes de FAVRE
La réalisabilité des équations en relation avec les termes sources et les termes
visqueux
Le modéle K-¢ model est analysé a 'aide de la théorie standard hyperbolique
Dans la méme voie, est proposée une nouvelle approche pour un mélange a deux
fluides.
La principale contribution porte sur le probléme de Riemann sous jacent & ces
équations ainsi que la relation avec les termes visqueux et les termes du second
ordre.
Sur ce type d’études, les contributions sur les systémes conservatifs et leurs
extensions au cas non conservatif sont fondées sur les approches continues dans
différents papiers comme [33] qui est essentiel. Sur ce sujet, d’autres travaux
doivent étre pris en considération comme ceux de [25],[26],[27]e.
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3.2 Equations moyennées par les moyennes de

FAVRE

On utilise la modélisation standard des fluides compressibles & travers les

équations de NAVIER-STOKES écrivent sous forme conservative:
o)  0(pV) . O(pW) _

, 9
24

+

ot Oz dy 0z

+

at oz

P

dy dz
a(pV) . A(pUV + 1yz) L A(pV? + 1yy) . A(pVW + 7y;) 2

ot az dy 0z

AeW) , O(pUW +12)  OpVW + 1) | O(pW? +7ss)

L, at dz dy az
a laquelle est associée 1’équation d’énergie

(PE)e + (U(PE + Tuz) + VTuy + Wre) +

(Ung = V(PE - Tyy) -+ Wryz)y + (Ufzz + nyy + W(pE 3 fzz)z =0

ol la loi standard de NEWTON est employée
b

Tij = POi; — am(Us; + Uj i — 3

Ut idi ;)

pour laquelle la loi des gaz parfaits est utilisée:

p= (3= 1)(pE ~ 5p(U? + V> + W?)

oil 4 est le ratio des chaleurs spécifiques (y > 1).

En utilisant la moyenne de FAVRE, comme dans [?]pour une quantité f,:

:_pf
f‘ﬁ

Les équations de NAVIER-STOKES sont

3

ap 5 apll 2 apvV | W _
7 1} ot " Oz dy = 0z
U (pU? +1t,) i pUV +1;,) L AEUW + 7))

at oz ay 0z

opV | OPUV +1y,) OV +7y) | OGEVW 4,

ot dx dy dz

\ Ot da dy dz
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opW | 0@UW +1,)  O@VW + i)  O@W +1i) _

=1
a(pU) = 8(pU? + Tos) . 8(pUV + Ty) e (OpUW +7ez) _ o
0.

=0

0.

=0.

0.

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)



et I’ équation moyennée d’énergie s’écrit:

BE)e + (UPE + 1) + Vrby + Wrkl)o + (Ul + V(PE + 7jy) + Wy, )y+

(ﬁ"'za:: 4 I?T:y + W(ﬁé +75.)): + (q)f)z + (‘I'f)y i (‘I’f)z =0.
ot ’énergie cinétique turbulente K ( 2K =< puf'uy’ >) est associée
oK , (KU +¥K) 0KV +%y) O(KW +9X) 2,00 0V 0W
at Oz Ay i dz 3 ‘0z 8y Oz
Les relations de fermeture s’écrit:
2 ~ ~ 2 -
7 = (B + 3K)d; — p(Uij + Uji = 3Uudis)
dEF = _ia_(ﬁ__r@
! cy Oz
et L
= Hiam + .ut = ptam + CT
A g Lars o -
Sk = 5 (Uij + Uji = 3Uudis)(Usj + Uji) —€= P —¢
avec Qi
8 = o 27 E)
dz;
La dissipation est définie par
= B 7 Az 2 N2
pe= LTOwF (V)2 - 3u(VW)

L’ équation non conservative de dissipation est:

(3.7)

) =Sk
(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

- o n 2 5 - %
&+ (€U +9%)r + (EV + B )y + (W + ®3): + gcc,z({U)z +(V)y+(W):) =S

ol z
St - ?(CCIP i CG‘JE)
et 5‘{_ 1—)
. 8 pE
®yj= =0 Ox;
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Dans ces définitions, og and o, sont des fonctions positives bornées.
Remarque: Dans le cas particulier ot I’équation d’état est celle d’un gaz parfait,

cette derniére définie dans le cas microscopique est étendue i la valeur moyenne
soit:

p=(y=1)(E - 5507+ V?+W?) - ) (3.18)

par la suite les symboles” et ~seront omis par soucis de simplificatione

3.3 Considération sur le systéme du premier ordre

Dans un premier temps, on ne considére que le modéle en K.

3.3.1 Modéle en K en 3D

En ne conservant que les termes au premier ordre, le systéme s’écrit dans les
nouvelles variables sous forme non conservative avec:

Z = (p,U,V,W,K,p)t (3.19)
8z 0z _0zZ 07

6_1+AE+BB_3;+CE:0 (3:20)
oll on a note
(U p 0 0 0 0)
5 3
o U o0 0 — -
R Al
A=l 4% o 0 U o 0 (-21)
0 % 0 0 U 0
\0 » 00 0 U)
et aussi
[ Vi g 800 0
0 Vv 0 0 0 o
I | PR P 32_1? %
B=1% o o 5 0 0 iokA2)
0 0 % 0 vV 0
k 0 0 v 0 0 V) |
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et

(W 0 0 p 0 0 )
o w o0 0 0 0
0 0 W o0 0 0
O= oIt 0 =0 S 2 1 (3.23)
sg PP
0 0 0 2 w 0
\ 0 0 0 v 0 W)

Ce systéme est non strictement hyperbolique et on pose
T = (ng,ny,n;)" as |[|R]| =1, M = Any,+Bny+Cn, et u=Un,+Vn,+Wn,

10K
= "lf-z- -+ —Q (3.24)

fg

Proposition 21 La matrice M admet un ensemble complet de vecteurs propres
r; associés auzr valeurs propres A; définies par:

M=u—C;i=ulpourt =2al)de=u+c

Démonstration cf. [59]

3.3.2 Cas 1D

En se concentrant sur ce cas ot V= W = 0 et tout dépend de { et x , voir
pour une présentation générale [70]. On peut écrire:

( dp 0 il
apl) , 8 .2 20
5+ a- (U +p+ 2K) =0.
¢ (3.25)
d(pE) o 2 B
2L 4 (U +p+ $K) =0.
oK 8, . 2. 00U
avec la loi d’état(E.0.S.):
p=(y—1)(pE — ‘;’P(U2 +Vi4+W?) - K) (3.26)

65




Soient:
8 = cylog(pp™7)

avec
_o ,_0p

a= o5t = 3 et K = pk (3.27)

Proposition 22 Le systéme est hyperbolique et admet comme ensemble de
valeurs propres \y =U —¢' ; Ay =U pour i =2, 8; \gq =U + ¢ et de vecteurs
propres T

r1 = (p,—c',0,6K/3)"
rs = (—a/c?,0,1,0)*

r3 = (—=2/(3¢%),0,0,1)
rs = (p,¢’,0,5K/3)"

Proposition 23 Les champs 1 et 4 sont vraiment non linéaires et les champs
2 et 3 linéairement dégénérés ( associés a la méme valeur propre)

Démonstration: cf. [59]

3.3.3 Parameétrisation des courbes de choc et discontinui-
tés de contact

La difficulté essentielle provient du fait qu'une équation s’écrit sous forme
non conservative. Aussi doit on justifier le traitement de relations de saut géné-
ralisée qui fera l'objet d'un traitement dans le chapitre suivant.

Soient deux états ( droit R et gauche L ) pour une quantité ¥,on note:

(W] =¥r— ¢, ¥=;(¥r+¥y.) (3.28)

B2 -

Les conditions de Rankine-Hugoniot s’ écrivent :

ole] = pU]
0‘[pU]=[pU2+P+§K] (3.29)
olpE] = [U(pE +p+ S K)]

avec la derniére relation de saut:

o[K] = [KU] + %F{U]
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On en déduit les paramétrisations des courbes.

Proposition 24 Pour les 1-4 chocs (ot m est different de zéro), une paramé-
trisation est:

'8

g == 1(-ua,»—at.'.;/z)
&.:z
Pl
< B = B2] (3.30)
=R ]
A |
K~ 4-z
Up — U z—l( 2 z 1bK; 172
g A2 (y=1)(B-2) 3yp(d4-2)

avec le signe - pour un I-choc (z >1) et le signe + pour les 4-chocs (0<z<1).
En ce qui concerne les discontinuités de contact(m = (), on a:

T=1U = Uy
2 .31
pe—pi+ 3 (K~ Ki) =0 i

p E o
avee — el — indéterminés.

P l
Calcul formel

On utilise les mémes notations que dans [11] on la loi de turbulence est

définie avec v, ce qui correspond & notre cas avec vy, = 5 Dans le cas 1D, le
systéme s’écrit

¢ 6p 6 L
ApU) 8, ..o o

ot T3PV +p+ (- 1K) =0.

{ (3.32)

d(pE) 8 )

a5t 5;UPE+p+ (1 —1)K)) =0.
oK 8 O

| w+6—x(KU)+(7r*1)B"5—;_0'

Les relations de Rankine-Hugoniot peuvent s’écrire:

s[p] = [pU]
s[pU] = [pU% + p+ (- — 1)K] (3.33)
s[pE] = [U(pE + p+ (- — 1)K)]
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avec la derniére relation
au
s[K] = [KU)+ (n — 1) [ K
@
Par simple changement & travers une transformation Galiléenne
V=U-s
on a:
[pV]=0
V2+p+(yr — 1)K]+s[pV] =0

Vi pV’+pe+K+p+hfr—I)K)]+s[pV”+p+(-rf— 1)K] + 2 [pV]

(3. 34)
et la derniére:

[I{V]+(‘rr—1)/K?9—::0
Proposition 25 Il existe trois constantes ay , as et ag telles que K peut étre
écrit comme combinaison des énergies pV? |, pV2+p+ (7, — 1)K, (%pv2 + pe +
K)+p+(7- —1)K. On en déduit:

1
K = a1pV*+as(pV*+p+(vr—1)K)+as((5

5PV petK)+p+(3:—1)K) (3.35)

avec

¢ R ‘T+1
3 B
2(y = r)

poury# vy, { 0G2=-— 2 (3.36)
T—"r
-1
ag = 4

. i

Démonstration:un simple calcul donne ce résultat.

Proposition 26 Par calcul formel, expression non conservative donne:
o _ =
f Kg-= KU1+ O([UP) (3.37)

fory#
Démonstration: cf. [59]
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Chemins visqueux a 1’aide des équations de NAVIER-STOKES dans
le cas laminaire

On utilise les équations 1D de Navier-Stokes,

( dp  IpU
— —— 0

ot % dx

apU  8(pU* + 1)
<
&t oz

OpE i O(U(pE + 1)+ @)
v gt oz

=0 (3.38)

=0

Les fermetures s’écrivent:
T=p— - — (3.39)

arT K de
O=-gg =—io (3.40)

On utilise la théorie des travelling waves, en définissant V' = U — ¢, ,on obtient
comme solution:

_ Vi + Viexp(6)
e (3.41)

avec

0= %u +1)(Vi = Vi)(z - 20)

Ces relations donnent la relation 4 l'infini si et seulement si V; > V. qui est pré-
cisément la relation de choc(par rapport 4 une détente). Les conditions portent
sur le nombre de Prandt défini par

i
Pr= 4313( (3.42)
qui doit vérifier
Pty (3.43)

Justification par la théorie des chemins visqueux

Le calcul de saut généralisé n’est pas autorisé et la justification passé par
la théorie des chemins visqueux développée par [137]. Soit en 1D le systéme
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suivant:

at dz

4 dp  dpU _
5%+ =0

2
8pU+6(,oU -I-r):o

OpE i AU(PE+1)+9) _ 0

at GE
0K | 8(KU + ®¥) U
o M =
avec:
4 gu
T=(p+ (r —)K) - gp5-
et
H= iam + p
arT K de
it i
_ 4 ,.0U.,
SK 3 (32)
with -4
@K——Gﬂ'a(p R]
dz
Par la théorie des travelling waves, en posant
e A 9 I SRy ot S 0
=y nxt gh M(x—v)(x  e—Ty—1
-~ Cx o =1 .y C
9= M2y -7) M(x—o')(x "7,-1]7—1M
2x+4,u
_ 4 xp 3 o S
5= 3 MAy—1) T y-1 M“(x—ﬂ')(x a%—l)
oodte =g = b
9= —mpX -0 ) 3
-1 C
gs=—(x— i ) 2 x
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T =1'M(x—0) M3 (y—1)

(3-44)

(3.45)

(3.47)

(3.48)

(3.49)




_ 461—1] o dxp
g6 = —(x Yr =1 M(x—0)3M3(y-1)

alors I’équation différentielle vérifiée s’écrit:

!
= 11’"HMVV’ A ey pl

r — 1 V2 V'a vy yBY
=01V 402 +{g3+90) 5495V V" 95—+ (VV "'+ ——)

o (3.50)

+M

- xR
Théoreme 13 Sion suppose que toules les intégrales de V'? , Vv — Vv
1A vdld nyr12
S V;/ St A existent et qu'il existe trois constantes positives ay, as, ag

1 1 1
telles que — < 2 <ap,— < o <ap, —< Er < aa, alors tous les parameters
a

az X as X
visqueux tendent vers zero el

v+ 1 V_2

1 1)]1{&" ~ Tl _r—z-TC[V}-i-D{LogV]

ou
1
(e 1) [ KV = TELME] 2CV1+ Do — oV
ce qui signifie que le chemin de Vo!pert est une approzimation du chemin réel.
Démonstration: cf. [59]

Théoreme 14 Pour le cas particulier correspondant auz conditions de choc
sur la vitesse, on peut conclure que les chemins visqueuzr EXACTS vérifient

(r=1) [ KV = T () e+ Dy - )iLogV] (351

ce qui donne le produit de Volpert comme une approzimation.
Démonstration: cf. [59]

Proposition 27 De cette formulation, on en déduit que p' s’exprime comme
une fonction de V.

Démonstration: cf. [59]
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3.3.4 Ondes de détente
Proposition 28 Le systéme admet les invariants de RIEMANN suivants

M=U-¢,8)* = (s, Kp~3,U + [* M@)‘
A2 =U, 8% = (U,p,p+ -2-K)‘
As =U, @323 = (U,s,p+ §K)‘

Démonstration: cf. [59]

3.4 Etude générale du probléme de RIEMANN

Soit le probléme défini par:

( 8p  0(pU) _
E =+ T =0
8(pU)  8(pU?)  8p 20K
B 0 aee
3 9 (3.52)
opE)  AUGE+p+3K)
ot * oz i Thidd
8K  B(KU) 2 08U _
L i e
avec I’ E.O.S. N
p=(y=1)(pE - 5pU* - K)
et les données initiales :
W(z <0,t=0) =W = (o, Ui, 81, Ki) (3.53)
W(I)U,t:0)=WR:(PF}Ust!KF) ‘
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3.4.1 Cas particulier v = 5/3

Soit
A= pelp
B =p:/p
C= (U, - D%)/cj (3.54)
2
D= [Pr o gKr)/(PI + gKI)

Dans ce cadre, en prenant ¥ = 5/3 et en notant

hdﬂ:—z—ﬁ—e”ﬂ ifz>0
7= (3.55)

21rﬂ%1_54x1+ﬁyfr”2 ifz<0

hl (J’.‘) =

on a:

Théoreme 15 Le probléme de RIEMANN admet une solution unique si et
seulement si:

U.-U; <

e ta)

De plus:
(1) La 1- composante est une onde de raréfaction si:

D2
= hi(log(D)) < C

et une onde de choc dans le cas inverse
(12 ) La 4- composante est une onde de raréfaction si:

hy(—log(D)) < C
et une onde de choc dans le cas inverse

Démonstration:Cf. [59]

3.4.2 Casy#5/3

De la méme maniére que précédemment, on définit:

A=p/p

B:p"/pi' Q2 RA
C=(t 6 (3.56)

D=K,/K
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alors

Théoreme 16 Le probléme de RIEMANN admet une solution (unique) si et
seulement st

2
U.—-U < ‘TTI[X‘- + X{)

Pi A —-5/3
Xiz-/ ey Kp7) )
0 y

Aussi, le probléme de RIEMANN admet il une solution(unique) sous la condi-
tion:

ou

Uf_Uf<

2
ey (er + )
De plus, si

2
L+

le probléme de RIEMANN n’a pas de solution.

Démonstration: cf. [59]

Remarque: 1l est & noter que ce résultat est sensiblement plus faible que celui
obtenu dans le cas laminaire.

Ur‘_UIZ

3.4.3 Du probléme de RIEMANN 1D au schéma multidi-
mensionnel

On introduit:
V(i) 'ensemble des cellules voisines de la cellule 1" (ne comprenant pas la cel-
lule i)
lij la mesure de l'interface: l;; = |8Q; N 69|
ni; le vecteur normal unité orienté de la cellule i vers la cellule j
Soit V*( -:i, W, Vi) la solution du probléme (PR)avec comme états initiaux gauche

et droit Vj, V;.. 1l faut assurer que les solutions provenant des différentes inter-
faces ne s’intersectent pas dans la cellule.

Alors
£n+l t"'“
f f F*(W,K)#dadt:f 3 TV, Vi, Vi) Rinlie
tn an; " kev()
~ At 3 F(VH0,V;, Vi)l
ke (j)
et done g
WPt =W - o > F(v0,V, i)kl (3.57)
7 kev ()

74




Si on note Fjx(V*, njx) le flux numérique normal a I'interface entre V; et Vi :

Fir((V*,me) = F(V*(0, Vi, Vi) R (3.58)
P*uﬂ*
2
Fin(V*,nje) = *"*“"*ﬂ**(gf*‘f’*)# (3.59)
nir(p*E*_i_gK*_l_P*)
At
Wt =Wy i T 3 FalV* nia)i (3.60)
M kev(y)

et pour I'équation non conservative:

gt
k¥ K;_% Z K7 jiljedl— Az-j ] Kdiv(@)dwdt = 0
keV(i)
(3.61)
2 Al -
-l n = : £
‘ﬁj = I(J ' Z R*u i_',lk Emﬁj Z ‘U’:JJ,;‘ (352)
keV(| keV (i)

ol -ﬂ’: est une moyenne des solutions de Riemann a I'interface entre (2; et ses

voisins V (j ): 5 ki)
+ keV (i) W Vin Vi :
K = (3.63)
! Lkev( !

Pour un probléme multidimensionnel, une formulation conservative utilise un
probléme de Riemann 1D en prenant en compte le probléme le long de la nor-
male. La méthode a été employée dans [60]pour une présentation du traitement
numérique de la Turbulencee

75




3.5 Considération sur le systéme au premier ordre
dans le modéle K-

3.5.1 Principaux éléments du modéle K-¢ model en 3D

On rappelle les équations sans les effets visqueux

7 Op 0pU 8pV  0pW
ot oz T oy | 0:

2
2
opv)  YeU"+p+ 35  aGuv) | auw) _

=10.

at Oz Oy 0z
< 9 (3.64)
o) , auv) APV e+ 3K) vy _
ot dz 8y 35 L
oW) , 8UW)  d(pvw) W Hp+3K)
S oz dy 8z

avec une équation d’énergie globale sous forme conservative

K))y+(W(pE+p+2K)), = 0. (3.65)

(PE)+(U (pB+p+3 K)o H(V (0 +p3 2

3
ol ’équation non conservative d’énergie turbulente K ( 2K =< pul/u! > ) est
définie par:

K 9(KU) 09(KV)
-g_lw dr " dy

(KW) oU OV oW
Stz K(a 3y e =0 (3:66)

—

et 1’équation des effets de dissipation visqueuse ¢ vérifie :

de  O(eU) 0O(eV) O(eW) g au v aw
toe T ey ol ettt

)=0. (3.67)

dont I’équation d’état(E.0.S.) a la forme:

p= (e DB %p(rﬂ + V24 W) — K) (3.68)

le systéme est associé & un probléme hyperbolique qui s’écrit sous forme non
conservative dans de nouvelles variables:

=(p,U,V,W,K,p,¢) (3.69)
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avec:

(3.70)

0z 0z az 0z

oll on a posé:

(3.71)

o o oo

oo ©
Ug_wﬂuo

o O 95

- T =

0

0

0 0 U

(3.72)

(3.73)

o0 O o o o©

co—lac o &
com|So & o

oS B Sk S

o O O O o

ol e I - JIE - O -~ [ = |

e —~
=
cocooc o o o =
s
o Oooco-lack o
e oood|s R e o
—
= by
Q0
T aco B NmiNlm
w o) (e
(@) =t
o e =
l—l L]
—
v coR o oo o
=

En définissant

Ang+Bny+Cn; and u = Ungy+Vny+Wn,

W = (nz,ny,n:) as ||R]| =1, M

(3.74)

+ 10K
9p

P
p

2
d =

7T




on peut formuler les propositions suivantes :

Proposition 29 Pour la matrice M, eriste un ensemble complet de vecteurs

propres r; associé auz valeurs propres \; définies par:
AM=u—c;i=u(fori=2to 6 );\r=u+¢
Démonstration: cf. [59]

3.5.2 Cas 1D
Dans ce cas, le systéme s’écrit ( avec V= W=10)
r g‘; + 52 —(pU) = 0.
%—U) + %(pu“’ +p+ %K) =
\ %E) * %(U(pE +p+ %K)) =1,
86‘;{ 2 (KU) + 21(%9 =0,
g‘: +5ule U}+2C¢1 ‘ZU =0,

et ’équation E.O.S. :

1
p=(y—1)(pE - 5p(U* +V* + W*) - K)

Soient:
s =eylog(pp™)

% = apet;l"&' pk

*= s’ dp
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alors le systéme prend la forme

' %+Ug—’:+pg—z=0-
< = +Ug =0, (3.78)
(L2 v apleiy =

Proposition 30 Le probléme précédent est hyperbolique ( pas strictement) et
admet l'ensemble de valeurs propres My = U —¢'; Ny = U fori =2, 3 .4;
As = U + ¢ et de vecteurs propres r;

n = (=, 0,5K/3, (14 200 )e)

ra = (*a!c{o‘ 1! O!O)t
ry = (‘—2/(35'2);010: 1’0)5
rq = (0,0,0,0,1)"
rs = (p,¢',0,5K/3, (1+ ‘g‘cn)f}t

Proposition 31 Les I et 5 champs sont vraiment non linéaires et les 2,9 et J
champs sont linéairement dégénérés.

Démonstration: cf. [59]

3.5.3 Paramétrisation des courbes de choc et discontinui-
tés de contact

On utilise la méme démarche que pour le K systéme. Cela conduit 4 :

Proposition 32 Pourles [ et 5 chocs, une paramétrisation possible des courbes
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est

Z
( o= _l[u,-—u;/z)
PE =
pi
Pr pz -1
= =
P B—z
3 K, 4z-1 (3.79)
K~ 4—:
e_,_pz—l
& p—-z
Uy — U = z_lf 2 + 10KI )1‘}2
L« 22y =1)(B-2) " 3m(d-2)

ot le signe - est associé aux I-chocs ((z >1 ) et le signe + auz 5§ chocs(0<z<1).
Pour les discontinuités de contact, on a:

o=y = u,
2 3.80
pr—pi+ 5 (K, — Ki) = 0 S
K,

and 2= , — and T sont indéterminés.
o K €

3.5.4 Courbes de détente

Proposition 33 Le systéme admet comme invariants de Riemann linéaire-
! 2
ment indépendants en posant n = 1+ ECE‘

-5/3
M =U—c, 003 = (5, Kp=5/3,U + [° —c!(“‘s’fp ) gy, £

A2 = U! Qé'z'SA = (Ulplp-l- gKl f)!
Az = U! q);,B,B,‘i = (U: s,p+ §K| f)t
M =U, 83" = (U,s,p, K, ¢)f

As = U+, 80" = (s, Kp~*/%,U —/
Démonstration : cf. [59]

5 C,(#,S, 1{9"5;3) dﬁ i)t
1 "p
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3.5.5 Etude du probléme de Riemann pour le modéle K-¢
Cas particulier v =5/3

Soient:
A=pe/p
B= pr/PI
C = (U, - U)/d} (3.81)
2 2
D= (pr+ 3K:)/(m + 3Ki)

Théoreme 17 le probléme de Riemann admet une solution ( unique) si et
seulement st

U, -U < (el +¢p)

y—1
De plus (i ) la I composante est une onde de détente si
1/2
5 Mmllog(D)) <C

Et un choe dans Uautre cas.
( 1 ) la 5 composante est une détente si:

hy(~log(D)) < C
et un choc dans Uautre cas.

Démonstration: cf. [59]

Cas général v # 5/3

Théoreme 18 Le probléeme de Riemann admet une solution(unique) st et seule-
ment si:

2
A YRR S

v—1
ot , e
X; = / s K ")
0 ¥

On en déduit que le probléme de Riemann admet une solution ( unique) si

Us=Up < 2 (cr + )

r ! y— 1 CrTC

De plus s »

U =T 2 ‘Y__l{c:-“‘ci)

le probléme de Riemann n'a pas de solution.

Démonstration: cf. [59]
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3.6 Modéle turbulent pour la description des fluides
multi composants

On s’intéresse désormais au cas de fluide compressif, ainsi qu’aux fluides
diphasiques pour l'instant dans le cadre isentropique. On obtient alors pour
chaque phase :

d
P 4+ (ki) = 0

at
Opk Uk

o + V(pkUkz + P,-j) =0

Dans le cas traité, les variables (pi, Px(pk))sont des fonctions génériques , dis-
continues dans chaque phase. En fait, pr = pd; avec 8 la fonction indicatrice
de la phase k:

(3.82)

{ dx(z,t) =1 dans la phase k (3.83)

Ok (z,t) =0 ailleurs

Il existe le terme de transfert de masse I'y qui est ici négligé et My le terme de
transfert de quantité de mouvement.
Les équations locales instantanées en espace et en temps donnent:
o5 e
-+ V(piTr) ~ 0
il ver—T Lo (3.84)
5+ V(ewUi® + Bi) = M

Par moyenne sur la fraction volumique définie par ay = dk(z,t) et comme
816; = 6 , alors ppdy = prdpdr = pdx = pr D’on

= _ Pk _ Pk
m=fn-8 (3.85)
De plus par moyenne de FAVRE, on a:
pkUk = PkUk = ki U (3.86)

le terme de transfert de I’équation de moment M est re écrit en tenant compte
de la force de trainée M ,f. Soit v; la vitesse d’interface , nx la normale externe
de la phase k et a; la surface d’interface :

M= —PkUk(Uk — v.-)a.-ng — Pra;ng = Mkd +-P__kVak (38?)

Soit alors a la fraction volumique de la phase vapeur v, on a pour le systéme
suivant en 2D avec RY le tenseur de Reynolds de la phase v et (u, v) les com-
posantes de la vitesse U. le tenseur de Reynolds RY est défini par:

(RY)i; = RY; = Printi;x — 0Pk Uik Ujk (3.88)
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a=) d(aputy) a(ap=uﬁ;) =1

dx dy

(5) a(a;p:*“uu) " 3(0_5'%1-}- Ry | a(ap,,uu;., +RY) _ aapu Ml
y iz

O(apvts) | O(eputvvy + R3y) | APty + Ry _ 0Py . 4

at Oz dy ay v

(3.89)

Dans le cas qui nous intéresse, les grandeurs & obtenir sont les quantités moyennes.
On obtient S par sommation sur les deux phases. la somme de forces de trainée
se réduit & zéro. Selon la loi de Laplace, on suppose un équilibre mécanique tel

que ﬁ — P, constant, aussi on pose VP, = VP.
p=ph+(l-a)p (3.90)
0 =530y + (1 — a)5ili (3.91)

En mtroduisant la fraction massique ¢, et la vitesse relative Vj :

ap._. Ve=Up—U , 3k ¢uVie = 0 donnent:

Cy =

%2

1 —¢y

apuVe® + (1 - )V = peu

0 . o _
a-l-V(pU]—l}

dpey
i ) = -V(pe, Vo) (3.92)
apU

I . S
£+ V(U + 3K + PT) = ~V(pe =)

1 ; 1: R
I ’énergie turbulente K" est la trace du tenseur ER" en 2D, on peut alors écrire:

2KY = Tr(R) = 3 Rt = pultn? + ,2) — afs (i + 73) (3.93)

Remarque: on a noté K* = KV + K' = ;{pr" + p:U’ )

A noter que l’énergie turbulente du fluide s’écrit: K = EpU pU% o

3.6.1 Modéle en K

Afin de clore le modéle, on dérive une équation supplémentaire sur la tur-

il

bulence de la phase vapeur. Pour la calculer, on soustrait I'équation de apyUy
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de 1’équation de p, U, > .Le déviateur D est tel que:

+D (3.94)

Proposition 34 L’équation d’évolution de l’énergie de la turbulence de la phase
vapeur esi:

dK"

ot
(3.95)
Démonstration: cf.[31]

Quelques simplifications sont introduites: Les corrélations impaires sont négli-
gées:

U (U, — vi)ain, =~ 0 (3.96)
puU' =0 (3.97)
La turbulence est isotrope et décrite a travers K"
v 2 v
R = §K dij (3.98)
On obtient alors en 2D:
Kv s ]
aﬁt + V(K'U,) + gK"VUu +U,VP =10 (3.99)

Pour clore le systéme, I’équation de KV est nécessaire. Tronquer au premier ordre
revient a supposer que les vitesses sont du méme ordre de grandeur. On néglige
donc les symboles moyens et on note K pour K. Sous toutes ces hypothéses, le
systéme s’ écrit :

' dp  O(pu) | Olpv) _
%y
d(pey) * d(peyu) 3 A(peyv) ol

3t 9 6:: ay
2 —_
9(pu) " d(pu® + 3K+P) 7 dpuv) _
‘ & Oz , 0 (3.100)
2

opv) | Bpws) O +3KAP)

at 81! 6y =%

0K  8(Ku)  O(Kv) 2 0u 2 0v _
| o T e Ty T 3Ke T3y 0
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3.6.2 Cas 1D

En prenant v = w = 0 et en supposant que tout dépend de x et t, on trouve:

dp 0

2 T3z (pU) = 0.

dpey, 0 B
T - gg(PCuUl =/0:

Soit alors:

Le systéme peut alors s’écrire:
dp au

s 8P
E+U3 +p 5‘; =)
dey dey
_5t_+U3:c
au oU 10p 2 0K _

T el

IK OK 5 __oU
\ “at—“l“Ua +3K3 =0,

={);

Pour simplification, on écrit ce systéme dans de nouvelles variables
= {_p,cu,u,K)‘

Cela conduit a la proposition suivante

(3.101)

(3.102)

(3.103)

(3.104)

Proposition 35 Le systéme précédent est hyperbolique ( non strictement ) et

admet comme ensemble de valeurs propres: \y = U —¢; A\; = U pour i

Aq = U + € et de vecteurs propres r;

0= (p! 0: _E! 51{/3)‘1
o B (_Prful vOrU):
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= (=2/(3¢%),0,0,1)"
rs = (p,0,¢, 5K/3)‘

Proposition 36 Les I et 4 champs sont vraiment non linéaires et les 2 et §
champs (associés a la méme valeur propre)sont linéairement dégénérés.

Démonstration: cf.[31]

3.6.3 Paramétrisation des courbes de choc et des discon-
tinuité d de contact

On tient le méme type de raisonnement que dans les sections précédentes et
on obtient:

Proposition 37 Pour les 1 et 4 chocs, une paramétrisation admissible est:

’

= (U —wu/?)
Bt =
pi
Cyr =7
Cyt
4 Pr . Pz-=1 (3.105)
n | B-z
K, 4z-1
1, 2K (42 - 1) KP_ [
Uy 1 111/2
+
a (\/_ (3.0: (4-2z) pI )

ot le signe - est associé aux 1 chocs (z >1 ) et le signe + auz § chocs( 0 <z
<1 ). En ce qui concerne les discontinuités de contact( m = 0 ), on a:

o =up= Ur
2 3.106
P — P+ 5(Kr — K1) = 0 i

Pr K,
el — sont indéfinis.
p1 K %

3.6.4 Ondes de détente

Proposition 38 Le systéme précédent admet des invariants de Riemann qui
sont:

V'K !
M =U-5823 = (c,,Kp3,U + [* —“’i%—)dp)f
A2 = U, 83" = (P,U, I{)‘

As = U, 0% = (U, p,p+ K)

3
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P -5/3
AM=U+E¢ 4,11*,213 = (c,,,Kp'wa, I ] M‘”—f—f—e—]du)’
Démonstration: cf.[31]
3.6.5 Etude du Probléme de Riemann
Soit le probléme de Riemann défini par
[ dp , A(pU) _
at i oz o
8(pe.) , B(pesl)
+ =0.
ot i}
{ - (3.107)
d(pU)  8(pU*)  Op 20K _
ot +=8z T8z 310z =
OK O(KU) 20U _
~ % e T3hm "

associé a la loi d’état ( E.O.S.)
P = P(pey)
avec les données initiales:

{ Wz <0,t=0)= W = (p,cu, Ui, K1)

W('T>O’t:0)=WR:(PraCu,..Ur,,K,-) {3.]08)

Théoreme 19 Le probléme de Riemann admet une solution ( unique) si et
seulement si:

avec

0K; ,

Pi J'chi-fsﬂr_l + 9 3 8
Zi = h(z) = j &
0 s

dsx

Démonstration: cf.[31]
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Chapitre 4

Etude d’ondes

électromagnétiques par
couplage Euler-Maxwell

4.1 Introduction

Cette étude a été conduite pour développer un modéle de Physique des
Plasmas avec comme application en MHD les torches & plasma . Il existe de
nombreux problémes de couplage entre fluide et champ électrique en relation
avec des procédés technologiques (cf.[23]). Le cas qui nous intéresse reléve de la
Mécanique Non Relativiste.

Pour une présentation de ce probléme cf. [97] par exemple. Il est décrit les équa-
tions de Maxwell et de la Mécanique ainsi que des termes de couplage.

Le probléme traité est hyperbolique, non linéaire et non conservatif. Le traite-
ment fait appel aux méthodes développées dans [104],[105], [106] en notant que
le probléme est intrinséquement 3De
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4.2 Modéle Mathématique

Les équations d EULER peuvent s’écrire ainsi:

ol:

r g—f + vp? =0
4 %(pﬂ) +VI=7
| 5060+ 9(@) =0.

(4.1)

p est la densité | 4 la vitesse ,ﬁ le tenseur Impulsion; ' le flux d’énergie et £ I’
énergie totale.
Les équations de Maxwelle donnent:

oll:

(1./c2)?—3~?—r~ — 7ol B = po 7 ( équation d’Ampere )

a7

B + 7ot E = 0. ( équation de Faraday )

diu(?) = 0. ( équation de la Divergence )

{ div(eu?) = p* ( équation de Gauss )

3. est le vecteur courant électrique
¢ la vitesse de la lumiére
p* la densité du champ électrique

4.2.1 Hypothéses

On appelle:
o la conductibilité électrique
Mo la permissivité magnétique
€ la constante du diélectrique
un certain nombre d’hypothéses sont faites comme dans [126]:
H1:Le plasma est totalement ionisé

H2:Le plasma est en équilibre électrique( les ions et les électrons sont en méme

quantité)

H3:La vitesse du plasma est de plusieurs ordres de grandeur plus petite que la
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vitesse de la lumiére soit | u |[< ¢

H4:Le plasma is est en équilibre thermodynamique qui est approximé par une

loi de type gaz parfait avec un v constant

H5:Le plasma est homogéne et les quantities € , pto sont scalaires et constantes

H6: Il n’y a pas de champ magnétique extérieur
H7: La gravité est négligée

4.2.2 Equations de Maxwell

Par transformation de Lorentz ( cf. [98]) on obtient,

B=— At (@B

c'ﬁ/l—c—z

Par simplification, cela conduit ( cf.)
1
B~ S (@A )
et ’équation de FARADAY s’écrit:
1
—0(% A E)+mat(E)=0
Les équations de MAXWELL deviennent:

' aj+dfu(73‘®#-?®i*}:_€l}
]

clza,(v AE) +7ok(B) =0

div(E) = 0.
| Erol(@) — #rob(E) =0

1l est & noter la relation:

cmuoc2 =

4.2.3 Equations d’ EULER

Equation de la quantité de mouvement

Aprés calcul, on trouve ( cf. [62] )

(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)

(4.7)

%W}ﬁf“ (B@R)+V (P) = —uu?/\{wﬁ‘)—éﬁ (1 EP)+V(EQE) (4.8)
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Energie totale

L’énergie totale s’exprime comme la somme de ’énergie cinétique du plasmalpug,
de I’ énergie interne pe et de I'énergie associée au champ électromagnétique
1 €p
—B*+—FE?).
A B )
L’énergie totale s’exprime comme:

a(apu +pet+ se0F )+

3
zai o lu +e+§)+€D(E ug — ZE.u,)E,, )-—ZJ:‘E# (4.9)

k=t i=1 k=1

4.2.4 Systéme couplé EULER-MAXWELL
Le systéme s’écrit donc ( cf. [62])

f

3
p P“k)
T e
3(,011. +Z*—-—-(Pﬂ“k+P5k E{Ek+“|E| dik) =
Ot T 4Bz, P '

ﬁunu-(zk 1 3k Er) + poEi(Thoy rus) for i =1,2,3

i(-1- u? + e-{—-l—f E3]+ii(u (l u® 4 pe + P)+
o (3Pu" +p 0 o k(5P +p

4 Ea?E’uk = Z.-1 Eiw;)Et)) = Yieey kB (4.10) |
% +Zi;;7k(E.-uk —uiB) = —%j.- fori=1,2,3
*lzzf; @AE)+ (FH(B))i =0fori=1,2,3
The St =0,
{ Y Ex(rob ()i — uk (7ol (B))x =
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Par utilisation de I’entropie, on est conduit au systéme suivant ( cf. [62])

4

0w) 10 b, 1 pa S, Ou N EeOE: _
i e AL i B s

E; : Uu;
o— Erug) — poo— | E|? fori=1,2,3
Ho p [}g k k) Ho p i I (411)

OE; =, 0(Eiuk) 8(us)
dgﬂl_ ( oz = i Oz

)= ——FE;fori=1,2,3
€o

ds 2 ds o
— ——— P 2
& " ; U Ger =~ A | L

.

4.3 Propriétés Mathématiques
Ce systéme s’écrit en variables non conservatives
U = (p,u,v,w, E;, Ey, E, , s)* (4.12)

o (u,v,w) , (E;, Ey, E.) sont respectivement le vecteur vitesse et le vecteur
champ électrique. On peut alors écrire:

au ou au au
5 + AU + BU) 5+ C(U) 5=

-~ = + DU =0 (4.13)

avec les matrices suivantes:

[u p 0 0 0 0 0 0\
2
‘% u 0 0 o Zu P;‘ i:}i
p
0 0 w 0 0 -Z= o o
A
A= ¢ 0 0 & © @9 === 3 (4.14)
p
0 0 0 0 0 0
O B, -E. 0 0 u 0 0
0O B, 0 -E. 0 0 W 0
\ 0 0 0 0 0 0 0 u )
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(4.15)

(4.16)

—_
o o glao

_ a
|

o o o =

o o Ea_ﬂ.Ey

UE_Pn%_PU sooco U&_P

e SR

coo 2 O O

(== =}
oo BOo

S oo

UUE*O & o

Jogo © o
JWUUU o 3

cooco 3 o

"

=

=1}

(=3

<

P..._.PUUO 3

[ B — T = L~

= o nn.u.__ﬂ..Ey_PU oo

Fm._orwﬂn:u

et le vecteur source:

— —_—
e A e RN e TN s R . [ =2 |
=
s
© e o~ o o
o
8|
=
S|
©o & ° o o
n;p
=
=)
qE _u_
00{00_ o
D_nu.
=
o
Ty
o o UU_U =
o S
-1
o™
&3]
UOU‘POU =
=
L)
j<a]
UJ_ﬂUGU =)
o
=
b S
€3]
co o o o T
6|2
e
=
I
Q

(4.17)
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4.3.1 Cas 1D
Par soucis de simplicité, on an, =1,n, =0,n, =0

Proposition 39 La matrice A a un ensemble complel de vecteurs propres r;
associés auz valeurs propres A; lelles que

E
A =u—4—12
2=t
sl (4.18)
A?l'* =u :h cj|3
avec

1,E? . E?
¢ty = §(~p— +c+ (f = c2)2+2(7 +¢*) (B + E.%) + (B, + E.%)?)

Démonstration: cf. [62]
On en déduit le théoréme suivant

Théoreme 20 Le systéeme EULER-MAXWELL en 1D est inconditionnelle-
ment non strictement hyperbolique.

Démonstration: cf. [62]

4.3.2 Cas 3D
On définit :

T = (ng,ny,n;)" as ||R|| =1, M = An; + Bny + Chn,

et on pose #n = u, ainsi que ny =7,ny =£,n; = 1.
Aussi en déduit on

_( My M,
M= ( My M, ) (4.19)
avec
un TP Ep Mp
(.‘2
T— u, 0 0
M b 4.2
= e% 0 (4:20)

2

n;(}{]un
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¢B,+nE: B, E R
M; = £_E§ _TE; +nE. £é Eé (4.21)
né qé __TE:{)*— nE, ﬂé
p p p p
| 0 TEy —7E; —nE,; nky,
Ms=1o +E ¢E,  —rB,—¢E, )
0 0 0 0
et
ug: 0 W 0
I EI )
Myl w0 w 14.23)
0 0 0 wu,

Proposition 40 Il existe, pour la matrice M, un ensemble complet de vecteurs
propres r; associés aux valeurs propres A;telles que :

E

= -kt

+ \/ﬁ
Vet (4.24)

/\2’,* = Up = Cf s

avec
1 E? E? E,’

cz_;'::——-i-cz:l:\/ — 4% 4P 4.25
=3 (G ™)) (4.25)

Démonstration: cf. [62]
On peut en déduire:

Proposition 41 Les champs caractéristiques associés aur valeurs propres u, , u,+

—Z sont linéairement dégénérés et les autres vraiment non linéaires.

N7

Démonstration: cf. [62]
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4.3.3 Ondes de détente

Proposition 42 Le systéme admet des invariants de RIEMANN linéairement
indépendants définis pour chaque valeur propre par:

" 1,2,3,45,67 _ t
AE—un:Qu,lr = _(P:unjun)umeﬂ!ETUET'J)

’\2 = un)¢i;2‘3l4.5'6 = = (p! Up, Ury, U-r;:fEa = ’?Ey; '-"Ey == EEI‘ s)t

Eyn
\/.E

Démonstration: cf. [62]

1,2,34,5,6,7 _ E 9 E,
I i —(Psum'_ﬂ:E'rsuﬂi 1!1"""-"3:|:

VP a

Er,
/P

A e

’S)t

4.3.4 Ondes de choc

Le systéme étant non conservatif, obtenir les relations de saut généralisées
n’est pas chose aisée. Des travaux existent sur ces sujets ( cf [104], [105] ou
[106] par exemple ). A partir de relations de sauts généralisées, des relations
non linéaires peuvent étre exhibées entre deux états mais sont trop complexes
(2 notre connaissance) & connaitre et & exploiter . Aussi est -il hors de propos
de pouvoir en déduire la solution du probléme de RIEMANN. Cependant, nous
pouvons exploiter le fait que pour les discontinuités de contact, les relations de
saut sont dans ce cas bien connues,

4.3.5 Probléme de RIEMANN et solveur linéarisé non li-
néaire

Soit & I'instant initial , Uy ’état constant donné pour x négatif et Ug celui
obtenu pour x positif.
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(u *¥)(UR

A partir de la théorie hyperbolique, aprés calcul, le probléme de RIEMANN
consiste a trouver les états intermédiaires connectés aux états initiaux Uy et
Ugr.Comme les ondes de choc ne sont pas connues exactement, la solution du
probléme de RIEMANN n’est pas accessible par cette voie.

Aussi, pouvons nous définir seulement un solveur de RIEMANN approché pour
les applications numeériques: .il est appelé solveur linéarisé non linéaire.

La principale idée consiste & noter que dans le cas des ondes linéairement dé-
générées, on peut calculer exactement les relations de saut tandis que pour les
ondes vraiment non linéaires, on peut calculer les relations a travers une relation
de saut linéaire.

Ainsi pour ce solveur de RIEMANN, dans notre cas présenté sur la figure, V.,
et Vg sont connectés a travers une relation linéaire ( la premiére avec la vitesse
(u—ef)(Ur) et la seconde avec la vitesse (u + ¢;)(Ur) ). Comme les ondes
a la vitesse u & c4 et u sont linéairement dégénérées, on utilise les invariants
de RIEMANN exacts entre Vz et Wy et entre Wg et Vg .De la méme ma-
niére, on relie W, et Tp a travers une relation linéaire traitée avec I’état Wy et
on relie Wgr et Tr a travers une relation linéaire traitée avec 1’état Wg. Pour
terminer, 77, et TR sont connectés avec une u- onde par les invariants de RIE-
MANN exacts. Aussi, en écrivant les différentes relations et par élimination de
Vi, Wr, Ty, Tr, Wg, Vg, on obtient une solution si et seulement sipy # 0 et
pr # 0 (cf [153] par exemple).On en déduit la proposition suivante.

Proposition 43 Le probléme de RIEMANN n'a pu étre résolu mais le pro-
bléme linéarisé non linéaire est toujours défini el admet une solution (unique)
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st le vide n’est pas un des états initiauz.

4.4 Schéma de type GODOUNOV en multiD
4.4.1 D’un probléme 3D au probléme de RIEMANN 1D

Pour une présentation globale du probléme, voir [74] ou [75]. Le systéme
peut étre écrit comme :

(S) 8U + A(U)VU =0 (4.26)

avec
U = (p! u! v, w, Em Ey; Ezls)t

il est bien connu que les schémas volumes finis sont des méthodes performantes
pour résoudre des problémes tels que les problémes hyperboliques non linéaires.
La plus performante ( ou la plus célébre ) est la méthode de GODOUNOV dont
une présentation peut étre trouvée dans [71]par exemple.

Si on dispose d’une formulation conservative ol

VE(U) = A(U)VU

pour un flux F(U) , alors cette méthode peut étre appliquée sur maillage struc-
ture ou pas. L’intégration de (S) , pour le cas W + 0, F (W) = 0, donne dans
une cellule espace-temps Q; ® [t", t"+1]:

tn-i-l tn+l

/ WWdwdt + / VFE(W)dwdt =0 (4.27)
t i,

n nj tn
Par utilisation du théoréme de la divergence de GAUSS

n41

¢
f (W (w,t" ) — W(w,t“))dw+/ f F(W)ndedt =0 (4.28)
05 tn an;

Posons & P'instant ¢", dans la maille spatiale Q; , la quantité W représentant
g“""
j bk fﬂj Wiw,t"):
L 1

== W{w, t")dw 4.29

Soit donné W une condition initiale, on calcule W™ by (37)et on obtient comme
schéma numérique a t"+! dans ; avec comme termes explicites :

n+1

(WP — W) || + f fm F(W)Rdodt =0 (4.30)
tn ¢
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De méme, pour une forme non conservative de (S) comme dans (35):

tn+1

(U7 = U)I9y] + ft j; ! AT Rdodt =0 (4.31)
3

Ainsi, pour avancer la solution numérique U et il est nécéssaire de connaitre la
solution sur la frontiére 92; .

En 1D, l'interface entre Q; et ;;; est localisé en z;,/5. La solution numé-
rique est la solution du probléme de RIEMANN V;‘:_l 4(0,Uj,Uj41).Dans chaque
maille, il faut résoudre un Probléme numérique de Riemann & l'interface entre
une cellule et ces voisines.

La solution du probléme de RIEMANN en multiD est inconnue ou trop difficile.
Aussi, il faut associer un probléme 1D le long de la normale pour chaque maille.
Soit (S) défini par (35)

Proposition 44 La solution V,de (Sy,) est la projection normale de V , solu-
tion du systéme (S) ol

(Sﬂ) a‘Vﬁ + NaﬂVﬂ = 0

en notant
N = (PAP ')ny + (PBP Y)n, + (PCP '),
avec
Vl‘l = (P: “ﬂ)u?uu‘h:Eﬂ) E‘l"1| E‘rz:s)t
et
.ﬁ; t 1 t 1 2 2yt
= (nz,ny,n:)", 7 = ﬁ’[‘*“y,ﬂr) T = —ﬁ(~nzn,,nyn,,n, +ny”)

E’: = (Un = ung + vny, Uy, = W, U, = BT3)

Démonstration: cf. [62]

On posera par la suite (PR) le probléme de RIEMANN associé aux données
initiales constants a gauche et a droite de I'interface k , ou k € 9Q; a laquelle
est associé la normale ny.

0t(Va) + NOu(Va) =0
Va(X,t=0)=V, if Xn >0 (4.32)
Va(X,t=0)=Vif X.n <0
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4.4.2 Du probléme de RIEMANN 1D au schéma numé-
rique MultiD

Afin de revenir au schéma de GODOUNOV, on introduit les notations sui-
vantes:
V (i)l’ensemble des mailles voisines de la maille ™i” (n’incluant pas la maille 1)
l;; la longueur de interface lj; = [0%; N 99|
n;; le vecteur normal unite de la maille I vers la maille j.

V* (';3, Vi, V;) la solution du probléme de RIEMANN avec les états initiaux Vi, V;
dos i
le long de la ligne =

Dans une formulation conservative,

t n+1
f P(W)Rdodt ~ f S FVH0,Vy, Vi Rl
" a5 o kEV(J)
~ At Y F(V*0, V5, Vi) ikl
keV(i)
le schéma de GODOUNOV se réduit a
wrt =W — e B T VX0, V;, Vi) w5kl (4.33)
i R P

Soit Fjk(V*,njx) le flux normal a P'interface entre Vj et Vi :

Fir((V*,nje) = F(V*0, V5, Vi) Rk (4.34)
n+1 n At N
Wit =W — = 3 Fiu(V* nje)lie (4.35)
951 &%)

et pour les équations non conservatives:
3“+l

wpr-wpeac [ [ oG 9L+ BU) I+ C(0) it = 0 (436)

L’ a.pproxjma.t.ion donne:

n i3 A
Wit = wp- l l S ApUrngljn— Z U*Bxnylix— ol Y b=
I kevi kEV(i) keV (i)
At o
W;‘—ﬁ Y UMadjx (4.37)
I kev(i)
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Par exemple, A;; est une moyenne des solutions du probléme de RIEMANN 2
I'interface entre Q; et ses voisins V(j) :

e Ykevi) K70, Vi, ;)
i kevy !

Pour un probléme multiD, une formulation non conservative utilise un probléme
de RIEMANN 1D en prenant en compte le probléme le long de la normale. Cette
méthode a déja était employée avec succés dans [60]pour des problémes de Tur-
bulence (voir aussi [60] ).

Pour notre probléme, on utilise une linéarisation des ondes rapides et lentes
V.N.L. et pour les discontinuités de contact L.D, on résout exactement les rela-
tions de saut : ce solveur est appelé solveur de RIEMANN linéarisé non linéaire
et a été employé dans[116]et aussi [153)].

Ces méthodes supposent qu’il n'y ait pas de vide et que le solveur puisse étre
calculé dans ces cas, Il suppose toujours que la solution soit calculée & travers un
probléme de RIEMANN approprié et que le flux associé est pris sur la frontiére
de la maille .

il est important de noter que le cofit de la solution du probléme de RIEMANN
est peu onéreux ( dans le méme ordre d’idée, on peut penser au solveur de
ROE - voir {P.L.ROE ou [127]- ): en fait, pour le systéme global, on résout ,
en employant la méthode de SMOLLER - voir [60] ou [145] par exemple - , une
équation scalaire non linéaire ( f (x) = 0 ) o f est une fonction croissant en
employant une méthode de NEWTON (en fait, en deux itérations par maille et
pas de temps est employée pour calculer la solution)e

(4.38)
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Chapitre 5

Méthodes Implicites en 1D

5.1 Introduction

On considére en 1D des lois de conservation d type:

du 3

Ce type de probléme a regu les contributions d’un nombre important d’auteurs
(on peut citer par exemple [150] et [151]). Ce type de méthode a développé les
classes de schémas dits entropiques et conservatifs dont une lecture exhaustive
peut étre faite dans [70] et [71].

Ces schémas s'intégrent dans la classe des schémas a (rois points ol on pose
At

o = — avec pour g >0
Ao pour j

Giy172 = Gujpr,u5)
(Lu)_f =u; + ﬂO’(Gj+1;2 — GJ'_”:; (52)
(Ru)j = uj — (1 = p)o(Gis172 — Gj-172

A partir de ces notations, sous la condition de consistance, G(u, u) = f(u) , Vu,
une classe de schémas a trois points peut étre définie de la maniére suivante:

W 4 oG, = (G1F) = ) = (1 = We(Caja = (Glyps)  (5:3)

On retrouve bien sur dans le cas g = ) la classe de schéma explicite bien connu.
Dans [82] ou [83], on trouve les conditions suffisantes permettant a un schéma
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de respecter la condition T.V.D.

Proposition 45 Soit la quantité TV(u) définie par

Jj=+oo Jj=+o0
V()= Y lum—ul= 3 |Aj2ul,
j=—co j==—co

ot Ajy1/2u = ujp1 — uj. Alors une condition suffisante pour qu’un schéma qui
s’écrit comme précédemment soit T.V.D est que

TV (Ru) < TV(u)
et

TV(Lv) > TV(U)

Démonstration: cf. [83]
Soit alors pour une équation scalaire

(Fwj41) = Fu;))/(Ajgrpau ) si Ajpyjau #0

£ (uz) 5i Ajyr/pu=0 (5:4)

Gj+1/2 = {

Le schéma ( 5.3 ) développé en 1D pour une équation scalaire est TVD si et

seulement su oa; /2 < .La conclusion & en tirer est que pour une équa-

=
tion scalaire, le schéma purefnent implicite ( 4 = 1 ) est toujours T.V.D.(par
contre, il existe une condition de type C.F.L. pour les schémas implicites tels
que celui obtenu pour p = 1/2 qui avait I’avantage d'étre du second ordre en
temps et en espace).

5.2 Linéarisation de ROE

Afin de travailler dans cette direction et de pouvoir effectivement traiter
des problémes implicites (donc linéarisé) | les schémas de type ROE sont des
candidats naturels a ce type d’étude.

Pour cela rappelons quelques éléments liés a la définition des matrices de ROE
Une matrice A associée a un flux F est dite matrice de ROE si,

( YUVV, F(U) - F(V) = A(U, V)(U - V))

aF

YUA(U,U) = A(U) od A(V) = 5= (5.5)

A(UV) a des valeurs et des vecteurs
| propres qui engendrent tout ’espace

Si une telle matrice existe, une linéarisation de ROE peut étre exhibée.
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5.2.1 Cas du P-systéme
Dans ce cas, les variables conservatives s’écrivent:
U = (p,pu) (5.6)
pour lesquelles le flux associé s'écrit:
F(U) = (pu, pu® + P)" (5.7)
otl P est défini par une loi d’état telle que
P'(p) =c*(p) > 0

Proposition 46 Dans le cas du P-systéme, existe une matrice de ROE définie
par un état W tel que

F(Us) = F(Uy) = A(W)(Uz — Th)

avec

JF .
A(W) = w(W} et W= (?‘, Ttﬂ)
avec
= VP2u2 + \/pr1uy
N
(5.8)
rtelque P'(r) = Plpa) = Plpr)
P2— P
Démonstration: cf. [58]
5.2.2 Cas de la dynamique des gaz
Dans ce cas, les variables conservatives s’écrivent:
U = (p, pu, pE)’ (5.9)
pour lesquelles le flux associé s’écrit:
F(U) = (pu, pu® + P, (oE + P)u)’ (5.10)
ou P est défini par une loi d’état telle que
P =(y—1)pe = (y = 1)(pE - 1/2pu®) > 0
soit alors 'enthalpie H définie par :
pH = pE+ P (5.11)
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Proposition 47 Dans le cas de la dynamique des gaz, existe une matrice de
ROE définie par un état W tel que

F(Us) — F(Uy) = A(W)(Uz — Uh)

avec

AW) = g—g(W) et W = (r,rw,r€)"
tel que
( N VP2u2 + /P1in
VP2 ++/P1
VP2 ++/P1
g=tya 2=l
~ v 2y

Démonstration: cf. [58]Jou [130]

5.2.3 Schémas implicites associés a la linéarisation de ROE

Dans le cas ou existe une linéarisation de ROE, le schéma (5.3) purement
implicite s’écrit pour les systémes:

U;-"H + U(G;:llﬁ - G;.‘flln = U}’ ou encore
U+ oA, UPP R - D) + AP, UZ07¥ - Uz

—o(|AUPH, UPY(URE = UPFY) — |A(UPH, U (Ut — ufth) = U

1 J_l
(5.13)
Ce schéma correspond a la discrétisation du systéme
au a a au
3 e 6_:t:F(U) - Aza_z([A(U)la_z) =0 (5.14)

Par définition soit M une matrice diagonalisable dans une base réelle telle que
soit A la matrice diagonale des valeurs propres et P la matrice de passage telle
que

M=PAP™

On définit la valeur absolue de la matrice M par
|M| = Pla|P~! (5.15)

oil |A| est la matrice diagonale dont les termes sont les valeurs absolues des
termes de la matrice diagonale A. Cette définition est indépendante du change-
ment de base. Dans les extensions des méthodes de linéarisation, ces méthodes

105




sont employées afin de s’affranchir de la condition sur le pas de temps et étendues
i des systémes hyperboliques ( ou mixte hyperbolique au 1ér ordre- elliptique
au 2éme ordre ) en notant que le terme diffusif rajouté dans le schéma est pro-
portionnel au pas d’ espace donc appelé a joué un réle négligeable a convergence
du maillage.

5.3 Etude de I’ inversibilité du systéme obtenu

5.3.1 Cas de ’équation scalaire
A partir des notations définies en (5.4), le schéma peut s’écrire

1 1
upt ol il ) (Wil —uit) + a3t ) (uF Y — o))

1 1 1 1
—o(lal i DI = uf*h) = ey )W) — uf)) = uf
. 1
Posons alors pour tout scalaire x, 2+ = §(|J:[+:L‘) >0etz = §(|r| —z)>0.
On a toujours & = 2+ — 2~ .Le schéma précédent s’écrit donc

—20(a” ];:;{2“?1f+(1+20(a“);Illf2+2°'[a+);~—112) uft'—2¢(a );""llﬂu?"'ll = u}

(5.16)
On reconnait un schéma a trois points, dont le terme diagonal est toujours
positif et dont la somme des termes extradiagonaux est négatives et plus petite
en valeur absolue que le terme diagonal.

On en déduit aisément la proposition suivante, qui n'est que le principe du
maximum.

Proposition 48 Le schéma précédent admet une solution ((unique ), pour tout
pas de temps, qui vérifie en outre le principe du mazimum c¢’est a dire

Vn, Vi, Inf;(u}) < uj*! < Supjuj (5.17)

5.3.2 Cas du P-systéme

Dans le cas d'un systéme, la démonstration n'est plus aussi aisée. Soient

Mt =_ [M|+M)

I\J

et ]
M* = (M|~ M)
Si la matrice M est diagonalisable,les deux matrices ainsi définies ont des valeurs

propres positives on nulles car diagonalisables dans les mémes bases que M et
|M].
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On peut écrire le systéme, en étendant les notations précédentes et le schéma
s'écrit ;
—20A” (U4, UMUK - 204% (U, Uil
HI + 2047 (UZH, UPH) + 204t (U7 H, UiR)uptt = up (5.18)

soit encore en posant A(V;, Vi) = Aj 1z et A(Vip,V;) = Aj1y2

A T A e S <0
Si les matrices, a Pinstant n+1, Aj_1/2 et Ajiy/, étaient diagonalisables dans
la méme base, on pourrait reprendre le raisonnement précédent mais comme
nous sommes dans le cas non linéaire, rien n’assure cette hypothése. Aussi le
raisonnement prend il en compte des arguments différents.

Posons dans le cas du P-systéme pour deux états donnés U; et U, de vitesse
respective u; et uy, I’état moyen défini par

i VP1u1 + \/Paus
VP + /P2

et soif
& - VP1ta — \/pauy
VP — /P2
Soit aussi ¢ la vitesse du son de I’état moyen défini par P'(p) = M(‘p—l)

P2—p1
avec ¢ = \/P'(p)

Proposition 49 Soit ¢; = (1,0)". Alors (P2 = p1)er A% (U, Uy) (U2 = Uh) > 0
Démonstration: cf. [58]

Proposition 50 La condition |u — @| < 2¢ équivaut a

1 1
luz — uy|* < (P(pa) — P(Pl)){;l- = ;;]

. Cette condition est vérifiée si les deuz états sont reliés par une I-onde ou une
2 -onde.

Démonstration: cf. [58]

Soit £ = [(VJ)JEszJ les états (Vjy, Vig1)

peuvent étre connectés par un 1-choc et une 2 -onde de détente ou par une l-détente et un 2 - choc]

(5.20)

On peut alors énoncer le théoréme suivant

Théoreme 21 Le schéma précédent est inversible pour tout pas de temps si
la solution est dans ’ensemble £. Dans ce cas, la densité vérifie le principe du
maximum c’est a dire ;

Vi, V5, Inf;(p}) < p3+! < Sup;p? (5.21)
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5.3.3 Cas de la dynamique des gaz

On peut écrire aussi le systéme comme dans le cas précédent:

iy —n+l A+l \rn n+1 n
20 A 12Ul H(I+20A7 11 a+20 AV T ) UTH =20 A ST, U = U]

i-1/2
(5.22)
On définit dans le cas de la dynamique des gaz pour deux états donnés U et
U, de vitesse respective uy et up, I’état moyen défini par

= V/P1uy + /patiz
NN

e o VPl +
VLt /P2
soif
5= VPt — \/Pati2
VPL = /P2
et

o _ /P — Vs
NN

Proposition 51 La condition |u — ii| < 2¢ équivaut a

1 1
[ug — w|* < (P(p2) = P(p1))(— — —)
L P2
comme dans le cas du P-systéme

Démonstration: cf. [58]

Par contre, il n’est pas aisé d’en déduire des relations équivalentes & celles énon-
cées pour le P-systéme.

Aussi dans cette étude , nous sommes nous contentés de vérifier que les tests
numériques permettaient de confirmer que le schéma était inversible pour tout
C.F.L. (ou tout pas de temps) o
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Chapitre 6

Etude par équations
intégrales de 1’équation des
ondes 1nstationnaires

6.1 Equations Intégrales et représentation de la
solution de 1’ Equation des Ondes entre deux
plans paralléles

Soit le probléme de propagation des ondes entre deux plans paralléles .

52
Ouz= (—ﬁ — A)U =
P < u(0,z) = u(0,2) = 0 pour z € Q (6.1)
du
—{, =1} ; [349)
Bu( 2 pour z €
oit: §2 est le domaine R?x] — a, af
s w0 i 7
v le vecteur unitaire normal entrant dans Q, soit : = 5w le plan z3 = —a
4 3
et A sur le plan 23 = a
v~ 0Os ¥ s
On notera aussi u = oo &b, = e
T ot YT v
L’ onde incidente u! est 1" onde créée dans tout 1’ espace par la source f (qui
est au repos a |’ instant initial t =0 ) s’ il n’ y a pas d’ obstacle en 23 = —a et

I3 = a.
On peut donc noter en posant u* = u — ul | le probléme P* associé 4 P.
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Ou®* =10

pe ’(0 z) = u*(0, :c] 0 pour z € Q (6.2)
du’ _od! % )
£ —(t,z) = 7 pour ¢ € R" x 62

Cette derniére équation suppose d,u’ bien défini sur Rt x 8Q , ce qui est le cas
si le support de f n’ intersecte pas les deux plans.

De plus, si I’ onde incidente provient uniquement, soit de la partie 23 > a |,
soit de la partie z3 < —a , le principe de réflexion totale vérifié par la condition
(6.1) entraine que u = 0 dans Q .

On montrera dans la suite que les équations intégrales utilisées pour résoudre
le probléme P satisfont bien cette exigence. Il est donc naturel de supposer que

Supp(f) C R* x Q (6.3)

D’ autre part , les conditions initiales (6.1) et (6.2) font que les prolongements
par 0 de u et de u® aux temps négatifs vérifient encore respectivement (6.1) et
(6.2).On pourra donc étudier les problémes P et P* soit dans R x Q soit dans
R x §2 en identifiant les fonctions avec les fonctions prolongées.

Dans toute la suite , nous raisonnerons avec une vitesse du son ¢ = 1. A un
changement d * échelle prés , on peut toujours se ramener i ce cas .

On peut donner une représentation (dite représentation de KIRCHOFF) pour
la solution u® vérifiant (6.2 )

s 1 1 s ' 1 :
u =i A (Bv(r)u (t=ry) rﬂy(r)u’(t r,y))dy
A -15‘ (it —r,y)d (6.4
ar Joo r v U y)ay 4)

Cette formule est valable pour tout t pour x € Q en ayant
yE = [3:3 = :ta]

et
r=le—yl
On peut trouver, par exemple, cette formule dans [148].
Remarque: (6.4 ) assure la continuité de u! ainsi que celle de ses dérivées a
travers 9€2.
De plus , u! vérifie Ouf = 0 dans R x Q°.
On peut donc en déduire la formule:

1 1
0= »E./;n (6,,(;-) - —6‘,,{1’}1; dy-— f (* )dy (6.5)
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pour (t,z) € R x § , en notant u, = u(t —r,y).

La solution u peut donc s’ écrire sous forme intégrale et :

ol o) = W 2y 4 % fm (6,,(%)11,- 2 ;_1»3;,(:')1;,.) & %(Byu).-)dy (6.6)

d’ on en tenant compte de (6.1), le dernier terme dans 1’ intégrale disparait,
et donc:
Pourte R,z € Q

u(t,z) = ' (t,2) + - fa ; (00 (> )ur — =0, ()i )y (6.7)

Cette formule de représentation permet de calculer u dans R x Q2 si " on
connait sa trace sur R x dQ . L’ intégrale de second membre de (6.7) est un
potentiel retardé de double couche . Sa trace est bien connue aussi et I’ on a I’
équation suivante:

Va € 0Q
st =0+ [ (@Qw-Toidy (68

Ici 392 est composé de deux plans et (6.8 ) se découple aussi en 2.
Posons :

p(t,z') = u(t,z', —a) X’ € R?
q(t,z') = u(t,2’',a) X’ € R?
On en déduit donc de (6.8 )

1 I a 1 |
g2 =2 (t,2) + 5 [ (a(t=r0) oz + it = )y

a

390 = a) + 5= [ Gt-ri)z+gt-rdy  (69)

lorsque :

t€ R,z € R et r = \/4a? + |z — y> = V4a® + (z1 — 1n)? + (22 — 1)?

Nous étudions , dans la suite , les équations (6.9 ) et leurs approximations .
On peut remarquer que, si r > 2a et les fonctions étant nulles pour £ < 0, le
systéme est en réalité explicite :

Pour 0 <t < 2a

p(t,z) = 2Pf (tr "")
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et
Q(t: z) — 2qI(tr :l':]

Pour 2a <t < 4a ,

Dans ce cas , pour 0 < t—r < 2a et (6.9) donne p ( t, x ) en fonction de p/ (¢, 2)
et d ’ une intégrale ne dépendant que de ¢’ (¢, z) aux instants 0 < 5 < 2a.

On peut de méme itérer le processus .

En fait, les équations ne font que traduire la propriété de propagation d ’ onde
avec une vitesse de let d’ une réflexion aux deux bords de € . Posons:

Tu(t,z) = %/ﬂz(u(t—r,y)%+&(t—r, y)r—lg)dy (6.10)

pourtE Ret x € R® o

6.2 Etude de I’ opérateur 7 pour un obstacle
formé de deux plans paralléles

Le but de ce chapitre est de mettre en évidence le caractére convolutif en
espace-temps de |’ opérateur 7 puis 41" aide d’ une transformation de LAPLACE
, établir quelques estimations d’ erreur.

6.2.1 Différentes expressions de I’ opérateur 7

Dans toute la suite nous poserons a = 2a.
Nous allons étre amenés a faire quelques calculs formels valables pour des fonc-
tions réguliéres. Nous étudierons alors leur extension a des espaces fonctionnels
plus larges.
a)Posons:

(6.11)

Tiu(t,z) = ] u(t — a2+ py)——=r

(a® + pz)a;'z

%u(t,:c] = % -/Rz T.:i(t e 02-1- pz‘y)az_“f‘ﬁ (612)

pour t € R,z € R* p = |¢ — y| et u fonction réguliére pour ¢ > 0, nulle pour
ti<.0l

Si on intégre la premiére équation en coordonnées polaires centrées en x , en
ayant posé y = ¢ + pe'?

- e +eo0 pdp 2w \/ﬁ i 0
1u(t,2) = ! '(Eg___f___( ! u(t —va? + p? 2 + pe”) (6.13)

+ PP
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soit encore en écrivant s = \/a? + p*, on a:

+oo 2 .
Tiu(t,z) = %‘[ j—j{fu u(t — s,z + /52 — a%e'?)do (6.14)

Définissons par A, (s) I’ opérateur agissant sur les fonctions & variables définies
dans R?:

1 2 .
[A1(s)v](t, z) = 55/0 v(z + V52 — a?e'?)dd (6.15)

On peut voir [A;(s)v] comme le produit de convolution de v par une distribution

de masse — apportée sur le cercle centré en I’ origine de rayon vs* —a? .
s
Posons :

Ai(s) € D'(R?)
définie par:
2n
Ai(s) i w =< Ai(s),w >= ;15] w(\/ﬁe“)dﬂ
0

alors:
[A1(s).v)(z) = (As(s) * v)(z)

1l est évident que si s = a , A;(s) tend vers i—:J(O) ,d’ou:
27
(A1) 0](@) = S30(2)

On peut écrire de méme:

Toult,z) = %frw Ao(s)i(t — s,.)(z)ds (6.16)
en ayant poseé:
1 " 9 9 _if
[Az(s)v](z) = ;/ﬂ vz 4+ Vs* —a?e'”)dl (6.17)

pour s > o avec
[As(0)-0](2) = 25o()

On peut donc écrire:
a [T
Tv(t,z) = E_/ [Ai(s)v(t —s,.)](z)ds (6.18)

o

113




o [
Tou(t, z) = 4—71_/“ [Aa(s)u(t — s, .)](x)ds (6.19)

(6.9) s’ écrit donc dans ce cas la:
1
5P(t,2) = p' (t,2) + Tag(t, 2) + Taq(t, 2)
1
‘é"?(ts z)= qf(tx 3) + Tip(t, ) + Tap(t, z)

b) Il peut paraitre intéressant de regarder directement |’ opérateur 7; +75. Pour
cela, on effectue une intégration par partie sur 73

+o0 nr ’
Tau(t,z) = %/ d_s(-/u' u(t —s,z+ Vs? — crze")dﬁ_ (6.20)

a2
Si #o?u représente la dérivée normale de u sur un cercle de centre x, on a:

Tulta)= - [ se e [Tt [ aiPute, e a0

soit

400
Tau(t,z) = %u(t-a,z)—'ﬁu(i,z)+%£ m/ fTﬁvu (t—s, z+/s? — a2e’’)d
On en déduit donc en posant

T=Ti+T (6.21)

que

o +00
Tult,z) = 4—,”_[1 ([(Ax(s)u(t = s,.)](z) + [(A2(s)i(t — 5, .))(z))ds  (6.22)

avec A, et A; donnés par (6.15) et (6.17), ou encore:

+oo

Tut,o)= 2229 4 & [ iprut—s, )z)ds  (6.23)

2 i J,

en posant

27
(Ble)l(e) = Sy [ MTo(e+ Vo7 = e )0

(6.22 ) fait intervenir la dérivée temporelle de u tandis que (6.23 ) fait appel a
la dérivée spatiale de u o
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6.2.2 Etude de I’ opérateur 7 et extension

Pour étudier |’ opérateur 7 , on peut estimer les opérateurs de convolution
spatiale A;(s), Az(s), B(s) définis par (6.15), (6.17) et (6.23).
Ces opérateurs sont tous des convolutions par des distributions a support com-
pact , d ’ ot applicables & toute distribution v € D'(R?) .
Pour étudier I’ intégration temporelle qui suit les convolutions , on va utiliser
les Transformées de FOURIER.
On a:

2m
Ay (s, k) =< Ay (s), e >= %2/0 g A =Ttk khuaing) g
ot k = (k1, ko) et |k = k1" + k2" d’ ot
= 08
Ai(s, k) = lzf e~iIkIVE=a? 4g
5% Jo

En définissant les fonctions de BESSEL par

oo
y A=t 2
PUUI'AEC,JH( )‘—‘(2) PZ_:{] '(ﬂ-+p):( )P

Cette série est absolument convergente Yz € C. Dans tout disque compact non
contenant 0 de t € C,z € C, ( cf [144]) on obtient le développement :

7 1 $p
Y a2t (6.24)

n=-—00

En posant dans le développement ¢t = —ie? | on obtient :

Ai(s, k) = —Jg{|k|\/ —a?) (6.25)

pour s > a, k € R
On en déduit que:

To(KV3 =) < o T))1;4(1+|k|)1“ (6.26)

VkERzetGESST

On a ainsi comme premiére estimation:

2 t
2 a?*C(T) ds 3
I Tt Wipomey € TG [ e B Wl = 5 Mgy (620
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pour & <t < T ,d ’ ol en intégrant en temps:

| Taullz2(a,rme(r2y) < Cila, T) || wllp20,7-a,me-1/3(R2)) (6.28)

De méme:

| T2ullL2(a, ;80 (R2) < Ca(a,T) || "||L=(D.T-a,Hv—1/=(R=] (6.29)
On en déduit :

Théoreme 22 7 peut étre prolongé en un opérateur linéaire continue sur [’
espace L?(0,00; L*(R?)) a valeurs dans L*(e, o0; L?( R?))

Démonstration: cf. [54]

Théoreme 23 Pour T >0, 0 >0, 3C > 0 tel que:

T+a
f | T, ) e rny dt < C 1| @ e 07,2000

Démonstration: cf. [54]
Remarque Au lieu d’ échanger |’ ordre des dérivations, on pourrait tout aussi
bien garder les mémes D’ ou:

T € L(Hy(0,T; L*(R?)); Hy(0,T; L*(R*)) n L*(0, T; H'(R?)))  (6.30)
ot H}(0,T) désigne les fonctions de H'(0,7) nulles en 0 o

6.2.3 Solution du systéme défini par les équations inté-
grales pour une géométrie bornée par deux plans
paralléles

On veut traiter le systéme d’ équations intégrales donnant la trace de I’ onde
totale u sur les deux plans frontiére du domaine de propagation Q , en fonction
de I’ onde incidente u’.

En utilisant I’ opérateur T , on peut écrire:

p—2Tq=2" (6.31)
q—2Tp=2¢ (6.32)
ou encore en utilisant les Transformés de Fourier et tenant compte de ( 2.27 ) :
p—e*Zg=2pl (6.33)
§—e%p =2 (6.34)
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systéme pour lequel la solution est donnée par:

. e*Zpl 4 gl

Pl k) = 252;):7:}
(6.35)

; e*Zql 4 p!

Q(wa k) = zeazq_ e_fz

+c0
|| u ||3,,=f e_z“’"/ lu(t, z)|*dzdt (6.36)
0 R? ;
La formule de Parceval donne:

| 2 llo, < C(a,wr)(l P" llwr + 11 4" [l w/) (6.37)
| ¢ ller < Cla,wr)(ll ' Moy + 11 6" lhor) (6.38)

On peut donc passer a la norme L2?(0,T'; L?(R?)) en utilisant les mémes argu-
ments que dans les remarques du Théoréme 1 et on en déduit le résultat :

-

Théoreme 24 Le systéme d’ équations intégrales (6.1) posséde une solution
unique : Vp', ¢' € L?(0,T; L*(R?)). Cette solution vérifie I’ estimation suivante:

Il 2 lleacor.2ren < Cla,t) (|| 2" llzacorinacrey + | ¢ |le20rz2(r2y)  (6.39)
et

Il ¢ llz20,7ie2(r2y < Clast)(I] 2" llL2(o,7;22(r2)) + || @ llL2qo,riL2gr2y)  (6.40)
la constante C (‘a, T ) étant définie par

ewr(a+T) T 2a 2 T+ 2a
Cla,T)=2 inf ———— =2(1+ %}{1 s ?]Qa >

wp>0 edWr — e—auwr

es (6.41)

Démonstration: cf. [54]

6.2.4 Analyse d’ une Discrétisation Spatiale pour une géo-
meétrie bornée par deux plans paralléles

Reprenant le systéme (6.1) , on suppose que chaque fonction ( p , q ) est
approchée par une fonction (p",¢") constante par morceaux en espace :

phta) =Pt e) =Pl Va e Ty (6.42)
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ol les points sont définis par
z;j = [(j1 + 1/2)h, (ja + 1/2)h], j = (j1,J2) € 2*
T; = [ler—=j| < h/2, |za—2}| < h/2] = [j1h < 21 < (j1+1)h, jah < 22 < (j2+1)h]

on cherche donc & évaluer I’ approximation de ( p , q ) par p", ¢" solution des
équations approchées :

1 a l . 1
3P () — o ; jﬂ(q{‘(t T r;-}% +ai(t - rj)g)dy =pi*(t)

1 1 C 1
59 (1) - :_“2 sz (P (¢~ ".f)ﬁj; +pp(t— ":‘);Jg'}dy =q;"(t) (43)

ot j € Z? et rj = \/4a? + |z; — y|?, y étant un point d ’ intégration.

Notons que (6.43) dépend du choix du point z; dans chaque Tj: strictement
parlant | il n ’ y a pas qu ’ un seul systéme d ' équations approchées de ( 1.1 )
pour des fonctions constantes par morceaux . On supposera pour |’ instant les
points z; choisis et les fonctions p* et ¢* vérifiant le systéme (6.43) .

Ce systéme ( cf. [122]) I’ ont discrétisé en temps pour étudier une solution ap-
prochée du systéme initial (6.1) .

Le systéme précédent donne:

1
_ph — Tt = pl

'Qqh — ,rr.‘urph — qf,-*i

(6.44)

ot 7" est I’ interpolation qui , & chaque fonction définie sur 7} donne la fonction
égale a sa valeur en z;.

On notera ainsi I’ intérét du théoréme 24 qui permet de donner un sens précis
a ( 6.44) quand (p", ¢") sont suffisamment réguliers en temps car alors 7T¢" et
Tp" deviennent réguliers en espace , ce qui permet de définir 7" .

Comme (6.1), (6.43) est en fait explicite: entre 0 et 2a , p" et ¢"prennent les
valeurs de p/* et ¢/'" respectivement , puis entre 2a et 4a , ils se calculent
explicitement en fonction de leur valeurs entre 0 et 2a , etc , ...

Le probléme est de comparer cette solution a celle du systéme exact (6.1). On

en déduit:
(Z — 4(m"T)?)p" = 2(p"" + 22T " ") (6.45)
(Z — 4(7*T)?)g" = 2g"* + 2" Tp*) ‘

et comparons ces solutions a la solution exacte (p, q ):

(Z—4(T)%)p = 2(p + 27¢’)
{ (- 4(T)2)§ =2(" + 2'rgf) \Gita)
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d’ol
(T2 = (z"T)*)(p) = T(Z — =")T (p) + (Z — =) T (=" T)(p) (6.47)

ceci Vj € Z* , n" est continu de H? dans L?(c > 1) dans chaque T} C R*.
D’ aprés le Théoréme 24, on peut supposer donc:

p € H3*(0,T; L*(R?)) pour ¢ > 0 (6.48)
On peut en déduire:
Tpe H;‘i-i;'?(o‘ T, H1+c{2(R2))

d’ onl
™ Tp € Hy***(0,T; L*(R?))
et donc
Tr"Tp e L*(0,T; H'*/*(R?))

D’ aprés la théorie de I’ interpolation sur les espaces de SOBOLEV, on en déduit:
172 = (" T)*) (@) lleaozizacan < COY2 (| P llgase o,2,5Ray)(6.49)
Ainsi le second membre du premier terme de (6.47) tend vers 0 si h tend vers 0

Soit Vj le sous espace de L?(R?) formé des fonctions constantes sur chaque Tj.
Pour que |’ opérateur (m"7)%soit défini , il faut se restreindre & un sous espace
strict de L2(0,7'; Vi) mais non conservé par (?r"'T)g; on ne peut donc majorer
simplement :

| @~ 4(="7)*)~" |
On peut aussi remarquer que le premier membre de (6.47) s’ écrit sous la forme :
(Z-4T))@" =p) + 4T = («"T)*)(p)
On est donc amené a:

(Z—A(T)*(p" - p) = U(h) avec lim i(h) =0

Si on connait une estimation a priori sur p" analogue & (6.49) :
p" € H3Y(0,T; L*(R?)) (6.50)

comme 1" opérateur (Z — 4(7)? est coercif , on en déduit immédiatement la
convergence p" vers p dans L?(0,T; L?(R?)) quand h tend cers 0.
Etudions le cas d’ un maillage régulier ou I’ on retrouve le caractére convolutif
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de 7" T.
Soit f une fonction continue, intégrable de R?. Etudions la transformée de Fourier

denhf .

———

wh f(k) = /e—ikz(ﬂ-hf](z)dz = Z-ﬂxi) -[T o=k 4

AT gk (w, k) = % Z e gh (w, 2)) i (w, k)
l

ol :

—ik({z;— fwr; 1 iw
#l,j[w: k] = Ee k(zj—=z) f e J(ﬁ "y ’;f]dy
g i i 3

Cette fonction est indépendante de | ( invariance par translation ); d’ o :

ikx; wr 1 iw
BB = et [ i - Dy
] i

3
avec r = /4a? + |y|* d " on:

AT gt (w, k) = %w(u,k)q"ﬁ{w,k) (6.51)

On est donc ramené dans la méme situation que (6.33) ot maintenant u” (w, k)
remplace e~ %% o

6.3 Etude du probléme pour un bord constitué
de deux plans orthogonaux infinis

Le plan adopté va étre trés semblable & celui développé au paragraphe pré-
cédent
Soit le probléme de propagation des ondes entre deux plans orthogonaux. Consi-
dérons donc deux plans définis dans un systéme d ’ axes par 4 = 0 pour le plan
P! et par z; = 0 pour le plan P? . On peut donner une représentation ( dite
représentation de KIRCHOFF) pour la solution u: La solution u peut donc s’
écrire sous forme intégrale .
Cette formule de représentation permet de calculer u dans R x 2 si I’ on connait
sa trace sur R x 9§ . L’ intégrale de second membre de (6.8) est un potentiel
retardé dedouble couche .Sa trace est bien connue aussi et I’ on a 1’ équation
suivante :

Yz € 0Q
L=+ [ @l o
Fult,z) =u ) ype an(,,ru,. r,,(ru,- Y (6.52)
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Ici X2 est composé de deux plans et (6.9) se découple aussi en 2. Posons:

p(t, zy, z3) = u(t, 21,0, z3)
V(z1,23) € Rt x R
q(t, z2, 23) = u(t, 0, zz, 23)
¥(z2,z3) € R* x R

On en déduit donc de (6.9)

1 1 g 1 1 f
§p(tr::z):u (t,-":,o,:’.')— Ej;g (q(_t—r,y,Z)r—3+ r—zq(t—r,y,Z))dde

1 Ly z 1 il
gq(hw,Z) =gq (t,0,2,2) E/m p(t—ry2)5+ r—zp(t—r.y,z))dydz

(6.53)
lorsque:
tE R (z,2)ER* et r=+/22 4+ 92 + |z — 2|2
On peut étendre les formules précédentes & 2 < () s1 on pose
q(t,z,z2) =0Vz e R, te R,z€R
et
plt,z,2)=0Ver e RW,1teR,z€ER
Posons:
Tt =-2 [ dy [ alt-/TER 27y, 2 - 42
y Ly B) = —=—— t— xTr + + = LR F
19( 2?7]0 y/_m q( v+ (z-2)%y )(\/z3+y2+(z-Z]2)3»’2
(6.54)
T R ? 71 y° Z)2,y,2 L d
t = - -
gp( ,z,z) 27‘_‘/0 y-[-m p(t \/-t ‘|“y ‘+(Z ) y Y, )£2+y2+(Z—Z]2 ¥
(6.55)

pour t € R et (z,2) € R?
On définit alors
T=T+T
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6.3.1 Différentes expressions de |’ opérateur 7

Si on intégre la premiére équation en coordonnées polaires centrées en x , en
ayant posé Z = z + psinfl,y = pcosf:

T

— 400

Tip(t,z,2) = _;_w f %,. (j p(t — s, /52 —22cosh, z + /5% — xzsinﬂj—:)dﬂ
-5 =

(6.56)
Définissons par A;(s) I’ opérateur agissant sur les fonctions & variables définies
dans R?:

m

[A1(s)v](.,2,2) = —% f %.- v(V/s? — z2cos8, z + \/s? — a?sinf)df (6.57)
3

et

m™

[Aa(s)v](.,z,2) = _;E g,- v(\/ 8% — z%cosl, 2 + \/s? — z2sinf)df  (6.58)

On remarquera que par rapport a 1’ étude développée au paragraphe précédent,
ce phénomeéne est lié aux données géométriques qui n’ ont lieu que dans des
demi-plans.

On peut écrire de méme:

+co

Tault, z,2) = _21 Ag(s)i(t — 5,.)(z, 2)ds (6.59)
On peut donc écrire:
T +c0
Tiv(d 2 2) = 4—W/ Aq(s)o(t —s,.) (2, 2)ds (6.60)

(6.1) s’ écrit donc dans ce cas la:

1
Pt z,2) = p(t,2,2) + Tag(t, 2, 2) + Tag(t, 2, 2)

1
542, 2) = ' (t,z,2) + Tiplt, z,2) + Top(t, z, 2)

Théoreme 25 Pour toute fonction g € C1(R x R?) a support dans [t < 0] , la
fonction Tq définie dans (6.52) est continue , nulle si t < z et peut étre mise
sous la forme

t
Tq(i'xs1)=/([A1(5)q][i—5,-,-)+[A2(5)4](t—&-J)ds
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ou

Tq(t, x ::]—l (t—2 02]+-E— +m-——I———-
qit, &, - 2q §ty 2?‘_ ) \/m
avec comme définition de A,(s), As(s), B(s) celles données par (6.57), (6.58),
(6.61).

Démonstration: cf. [54]

B(s)q(t—s, ., )(z,z)ds (6.61)

6.3.2 Expression en variables de Fourier

Pour étudier |’ intégration temporelle qui suit les convolutions , on va utiliser
les Transformées de FOURIER dans |’ espace R x R? et on posera:

+00
q’&(u,k):/ dtf et Wi=ko)g(1 z)da (6.62)
] R?

ot ¢ € 84(R x R?) Pour traiter ce probléme , nous nous intéressons non plus
au probléme des deux demi plans orthogonaux mais a celui de deux plans infinis
orthogonaux .

On a donc

Tiglt2,2) = — o j f Syalt—r, X, 2)dXdZ

avec 1 = /22 + X2 + (2 — Z)2 d’ ou
ﬁa(w k] — L/]j/f V'S :X2 CDSeef(wt—kw’i]e—iv’a’—xn{kl cosfB4-kysinf)
. 2 s

q(t — s, X, Z)dsd9d X dZdt

pour s > |z| , 8 €]0,2x[, (X,Z) € R®* ,t€R
soit encore en posant T =1 — s

Tig(w, k) = _% ffje"(w—*=z1q(r, X, Z)drdXdZ
2w +o00 12— X2 ; : ;
v[u (/lXI Vs - &Y cog ae—;\/aﬁ—xi(h cos 8+k3 sin s)ds)dﬂ) (6.63)
De la méme maniére , on montrerait que
Taq(w, k) = —%/]/e‘fw-mw(r. X, Z)drdXdZ
™

2w too /2
f (f 5 8% — X* es’us cos geuivﬂ-—xﬂ(h cos f+kg sin E}ds}dg (664)
0 X| s
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On en déduit donc que

o ; cos o i =
Tq(w,k)=—=lk|—,_lklgfw2 [ [ [ ¢ersmex =2 x, zyaraxaz
(6.65)

T ({.d k) % w,—i\/ [kla —-Ldz,k'z) (666)

6.3.3 Les Equations Semi discrétisées (g

Reprenant le systéme (1.1) , on suppose que les plans sont recouverts de
rectangles par un réseau. Nous appellerons ces équations les équations semi -
discrétisées Qo Soit donc (Tp)un maillage régulier de R? de taille h . Chaque
fonction ( p , q ) est approchée par une fonction (p”, ¢") constante par morceaux
en espace:

soit:

ph(tr:':) = Ph(t! zj) = p?(t) Vz € T; (6.67)

On cherche donc a évaluer I’ approximation de ( p , q ) par p", ¢® solution des
équations approchées :

-2 [ b=z +ab(e-ra) )iy = 2h0

LEI

Z/ (PL t—r.r) 3 +ph(t—r2) g)dy—qu(t) (6.68)

LEI

ot ry=/zs?+ X +|Z — 25, 00 (X, Z) est un point courant de T%.
Le systéme précédent donne:

h h_h I.h
P J q _2p )
6.69

{ qh Thph . zqf,h ( )

ou encore en découplant les équations et en posant ¢" = p" 4 ¢" et " = p" —gh

¢h _Th¢h :2¢I,h
{ l,bh +Tﬁ¢,h L 2‘!)1,.‘:

Chacune des équations est en fait un systéme d’ équations intégro - différentielles
sur les fonctions d’” une seule variable (¢;(t)) et (1s(t)) .
Comme dans le cas continue , on peut introduire les opérateurs A;(s) et As(s)
s’ appliquant sur les fonctions ici ¢®(t — s, ., .)et donnant

(6.70)

M =5 ) = 5 ] ah(t - 5)do

124




ol f; et 0, représentent les angles limites de 1’ intersection du cercle de centre

0, Z;) et de rayon /s? — X2 avec I’élément T}, . La somme porte sur les L tels
J
que cette intersection soit non vide.

Posons alors ¢ = 02 — 0, dans le cas d’ une intersection non vide et ¢;; = 0
dans les autres cas .On obtient alors:

Ais)a" (t=5,)(22) = —5 Z csL(s)gl(t—s)
De méme, 1 .
A (s)g"(t — s, )(zs) = — 5 ZL:CJ,L (s)gf(t — 5)
d’ on .
(T"q")s(t) = Zf a1 (s)( qI’(t qL(ts_ s) )ds

Comme par (6.56), la somme ne comportant qu’ un nombre fini de termes non
nuls, la série est bien définie.
Une intégration par partie donne une seconde formule pour (7"¢")

t .
(T30 5) = grantt—2) = 52 5 [ e o

6.3.4 Calcul de la Transformée de Fourier de 7T"¢"

On se donne ici le maillage régulier défini par
Ty = [z = (z1,22)/ || 2 = (Xs, Z5) ||= Maz(|z1 — jih|, |22 — j2 — h]) < h/2]
Par la suite , on identifiera |’ espace Lj” a1’ espace hilbertien [?(Z?) des suites

de nombres complexes de carré sommable.
Par la formule de Parceval, on a 1’ égalité suivante

[ 1ok = ﬁ o ?
On en déduit que la transformé de Fourier inverse de F" est égale a

2 5 , - R
(Fhoh)y = § j u"‘(k)e'*”"’dk:f vh (k)e' 1 d'k
Ky

4?1.'2 Kn
2
oundk= h;dk
472
Calculons
t—r t
(T"L»")J:] (Tt (t)dt = z (qf*( 2) +qL("3 )dzdz




oury= \/r.z +X§ + |z = Z;2
Toutes les quantités étant de somme finie, on peut intervertir les signes ) et [
sans difficulté. On en déduit

(Frta=-3 5 [ [ ors(c — Spraeas(f e antrran =
TJ e Wy i 1{4.’ :
—E:r;“‘”)fnf‘f (73~ g)dede

avec 1y = \/2? + X + |z — Z|? ce qui peut encore s’ écrire en posant

T ; 1 iw
byr.= -—-—-f e (= — —=)dzdz
G A

Si on néte J = (ji,j2) et L = (l1,13) , on en déduit finalement que:

bir = bjy gatsta = Bjygatah,0

Or

3’;: M2 gz +h(2 giwy/T¥a;, 3427 1 .
biviats0 = /hfz [x; —hj2 Tr+1zj 2422 (\/32 +zj,%2+ 22 T Sdade
soif

z hi2 ez +h/2 4 a |wm
bjriga a0 = 21; / f Ydadze

,—h/2 333 m
6.4 Etude de I’ opérateur 7 dans le cas général

hi2

La solution de la loi de KIRCHOFF s’ écrit:

u(t, z) = 2u’( tz)+—f(ay,_ up(t,y) — ——ufty))dy

L’ opérateut 7 peut étre défini par:

g ;1 1ar
Tult, ) = 5= [ (G (hun(tis) = 1 oot 1)y
soit par Transformée de Laplace-Fourier:

’ﬁ:(u,k):ffe‘(“‘""’]?"u{t,z)dmdt
RJS

soit encore

Tuw k) = [ [ et [ (2wt - Fgpi )y
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goit en posant r=t—retz=z -y,

= = i(wr—ka) giwllall -y O (1 _lor. .
Tulw, k) = 2'”./&.[5.[36 e e (au(r)u(r,y) rauu(r,y)]dyd4dr

Par intégration par partie:

— Hwr—kz) tw|[z|| —tk{zr—y) __‘_
Tu(w, k / f u(r, y)(] e (6u(r)+ w)d:t dydr
Posons alors:
1 W 1
—— '”u‘: yll ,—ik(z—y) r— o B wo dr
80) = 55 [ et te e (2 ey )l ==y D)
soit
1 [ —ikte-u) ] iwllz—ylly 4 giwe—vll O (1
=— e — e o da
o0 =5 |, ey AP

of | | 8 ewlz—yl

o0 =5 . o, Te =yl
Théoreme 26 Dans le cas général, on a done:

ﬁ(w,kyzj/e‘(w-*%(y)u(r,y)dyd-r (6.71)

RJs
i 9 ewliz=vl
_ L [ kg O e

b =g [ eI (e (6.72)

6.5 Etude de I’ opérateur 7 dans le cas de la
sphére
Choisissons la sphére de centre 0 et de rayon R . Posons r =|| z — y || Dans

ce cas , il est facile de montrer que

bl eiwr 1 Eiwr )
6—,}:*(7 —§—§ = (ﬂu‘!"—l)

Choisissons un repére tel que T =K on (7) i 7, R ) est. un repére orthonormé
avec A > 0.

En coordonnées sphériques , on définit @ = R(cos ¢ sin 0T + sin ¢ sin 07 —+
cos GTx}) et ¥ = R(cosasin [J'_I_’ +sinasin 87 + cos ,Gf_i’)
On définit, cosy = cos Fcos @ + sin Fsin fcos(¢p — a) d’ on

127




| z -y |I>= 2R*(1 — cos )
On a alors d’ apreés le chapitre précédent

o N
7) = %/Se;k(?-?)m“ — -l -7 ()de

On définit
o wR\/2(1—cosy)
¥(y,w, k]f ]D g7 e e~ *Meosb=cosP) 5in 9dd b
On en déduit oy
$(v) = Yy, k) — iw==(y,w, k)

D’ aprés les tables de [124]
eiwR 2(l—con1l]

V2(1—cosy)

avec

N‘l-“-l

400
Z 2+ 1) Jn 2 (WR)HSY, 12(@R) P, (cos )

(cosy) = Z 4 ('“ 3 ";, Py (cos 8) P (cos B) cos[m(6 — a)]

d’ on

+00 "
Yy, w, k) = i% Z(2n+1)?J,.+1,2(wR)H§fjm(wR)/ e~M(cos8=cosf) b (cos9) P, (cos A) sin 6d6
0

n=0
Soit . :
f,,:f e“’"‘““’P,.(cosB]sinﬂdﬂ:] e~ P, (t)dt
(1] -1
et comme
S LA i
Pl = g ® - 1)
alors — ‘/_ 0
= 2 i, Int1/2(A) _
S (H)(,\/z)nwz ,\/_(J,,J,l;z(,\)
d’ ont
32 Aconﬁ
w(ysw k)_' 2 / Z 2ﬂ+1) i" n+1{2(“JR}H".’.];z(WR)Jn-}Iﬁ('\) \/X Pn(CDS,@)
n=0

soit encore en posant ;

Kn+1,r‘2(z) = Jn+l/2(3)H7(;21;g(z) z[Jn+1f2[z) n+1fz(z}]’
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+oo iAcosfi
By, K) = () Y20+ 1) K 2(@R) 12 (N) = P (e05 )
n=>0

(6.73)

6.6 Etuded ’une formulation variationnelle asso-
ciée a un Potentiel retardé de simple couche

6.6.1 Premiére formulation

A la place de la formulation de KIRCHOFF | nous allons chercher une re-
présentation de I’ onde diffractée par un potentiel retardé de simple couche

1 fet-lz-ylly),
WS =k el

ce qui revient & associer au probléme extérieur un probléme intérieur de méme

(y) ¥t > 0,Vz €T (6.74)

; : du
donnée frontiére g puis a prendre pour ¢ le saut de — traversant I' de  a 2°,
v
La densité inconnue ¢ sera solution de I’ équation intégrale

L[ o= llz=vl,)
t,z) = — do(y) ¥t > 0,YVe eI’ 6.75
g(t,z) 4ﬂ./r T2=p] (v) (6.75)
On peut définir |’ opérateur
1 [o(t—|lz—-y].v)
So(t, z :-——f do(y) ¥t >0,Ve €T 6.76

auquel est associé la forme bilinéaire:

bi(p, q)(t) = éfrjrf"(t" I ﬁ;fg’ﬁ)”("”)da(y)da(x) (6.77)

puis
t
Bilp,0)t) = [ bi(pio)(e)ds (6.78)
On peut alors considerer le probléme suivant:

{ Yq tel que Yt > 0,q(t,.) € H-/2(T)
1

Bi(p,q)(t) = [; Jy (s, 2)q(s, z)do(z)ds (6.79)

Théoreme 27 Le Probléme Py admet une solution unique a chaque instant t
>0
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Démonstration: cf. [54]

L’ inconvénient de cette formulation variationnelle est de faire appel a la valeur

de la dérivée. Aussi proposons nous une seconde formulation.

6.6.2 Seconde formulation

Soit u la solution du probléme

Ou=0
u(0,2) = 4(0,z) =0
u(t,z) = g1(t,z)Vz € I',Vt € [0, T

et v la solution du probléme

Oy=0
{ vl 2) = (T, z) =0
v(t,z) = ga(t,2)Vz € T, Vit € [0, T

Posons alors p(t,z) = [g%](t, z) et q(t,z) = [8 1(t, =
1l est done évident que

S pi=llz-yll.y),
e R P )

et que
U{t .T.‘) 4]1'” (t+"”z"‘cﬁ_yyil“l y) dﬂ'(y)

(6.80)

(6.81)

(6.82)

(6.83)

11 suffit pour cela de considerer w{t, z) = v(T —t, z) et ainsi le probléme associé

aw.
Démeontrons qu’ alors:

] ] u(t,z)q(t, z)dtdo(z) f jv(t z)p(t, z)dtdo(z)

En effet soit

T
1= [ [t oat,2) - oit, ot 2))dtdo(a)
T
=f (u(t z)Av(t, 2) — v(t, 2)Au(t, z))dtdz

/ ./m u(t, z)v(t, z) — o(t, z)i(t, z))dtdz

En utilisant

ut — vii = E(m'; — vit)

ot
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on en déduit

I= [ [(uv—vu)(T z)— (uv — vi)(0,z)]dz
R?
soit d 'aprés les données initiales I = 0
d’ ol
] ju(f z)q(t, z)dtdo(z f jv(t z)p(t, z)dtdo(z)
soit encore

f f (t,z)q(t, z)dtdo(z) = f // p(t,2) ;l-zl_l_my “y [ t’y)da(y)da'{:r}di

Posons alors r(t, z) = ¢(7'— t,z) ou encore ¢(t,z) = r(I' —t,z) , on en déduit:

f [ utt.ayr(@—t,2)atdo e f LS ““”"T”;‘_—;’lf VU (4 do (o)

Ce calcul formel peut &tre étendu sous la seule condition que

vt € [0,T],r(t,.) € H~Y(T)

Soit alors

= : p(s,z)g(t —s—|lz—yly) > L

On peut alors considerer le probléme suivant:

{ Vq tel que ¥t > 0,¢(t,.) € H=/*(I)
2

Bﬁ(p| Q)(t) = f(: fl‘ 'U(S, m)q(i — 8, 3)d0’[3’,‘]d$ (685)

Théoreme 28 Le Probléme Py admet une solution unique a chaque instant t

>0.

Démonstration: cf. [54]

6.6.3 Troisiéme formulation

Pour cela, nous allons utiliser une propriété de la Transformation de Laplace

A savoir :
e s Lt EYe(s)
]D f(€)a(e)de = fo ]0 106) 4,
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si les deux intégrales ont un sens. Soit

+oo 400 1
[ fouew= [ 5 j F(s)g(t — s)ds)dt
On introduit donc la troisiéme forme bilinéaire
+oo 1
Bap.)= [ (Balpa)(s)ds (6.86)

La bilinéarité est conservée et il est immédiat que

00 PO G(t, z)u 159 +°°Vuta:Vu
med=[ [ et L =
R3 + 8 R t+s

On en déduit aisément

Bs(p,p) > -/;a f:m f:m L :_):‘(: z /}28/+mf [Va(¢, z)[*dede

soit encore
+00 400 pdoo
Bapn)2C [ [loteaPdgae=c [ [ [T PLDHT) g,

formule qui a un sens dés que p(,.) € L*(') d ’ oli par extension a H~'/2(T).
On peut alors définir le probléme suivant:

(6.87)

Vg tel q‘ue Yt >0, q(t )€ H-Y3(T)
Bs(p,9) = [y [ Ji u—s 2)4:2) 4 gt (z)

On en déduit le théoréme:
Théoreme 29 Le probléme P3 admet une solution unique.

Démonstration:Elle repose sur le théoréme ci dessous.

6.6.4 Annexe:Estimations [
Soit
C([0,77) I’ ensemble des fonctions continues sur [ 0, T | (6.88)

ot T est un réel positif
Soit si M est un réel positif

—recoay  sp  HEOZIO4n (g4

(e)e0TIx[0T],,, |1T— Yl
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Théoreme 30 Il existe une constante C (T ) telle que Vf € Ay
sup |f + f(t)] 2 C(T)sup |f(1)|* (6.90)

Démonstration: cf. [54]

6.7 Cas général et étude de la discrétisation

Soit le probléme de propagation des ondes:

2
Ou = (-(?5- —Aju=f
P u(0,z) = ug(z) pour z € Q
u (0, &) = uy (z) pour z €

du
a(t, z) = 0 pour z € Q2

(6.91)

oil: ¢ est la vitesse du son du fluide , f la source externe et ug, u; les conditions
initiales dans le milieu fluide. On supposera qu’ elles ont pour support respectif
Q+ X R+ et Q+.
v le vecteur unitaire normal sorta(;lt de I', orienté de Q_ vers Q.

u
v
L’ onde incidente u’ est I’ onde créée dans tout I’ espace par la source f ( qui
est au repos a 1’ instant initial £ = 0 ) 8’ il n’ y a pas d’ obstacle sur I'.
On peut donc noter en posant u* = u — u’ | le probléme P* associé a P.

.. Ou
On notera aussi 4 = — el u, =

Byt =10
pe ,”’(0") - u"(IU,-T) pour z € Q (6.92)
Ou (t,’.)__ai ur z € R x 8Q
Gy v =g PR S

Cette derniére équation suppose d,u’ bien défini sur Rt @ 99.
On peut donner une représentation (dite représentation de KIRCHOFF) pour
la solution u* vérifiant (6.90 )

5 _ 1 1, o i b ___l sy -

u = 4?1_' o (612(:)“ (t r‘,y) rau(r)u (i r,y))dy
—1] s 't —r,y)d (6.93)
in e U yyjay i
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Cette formule est valable pour tout t pour x € 2, en ayant posé , r=2z—y,z €
Qi,y € I' = 0Q. On peut trouver, par exemple, cette formule dans [148].
A partir de ces relations, on a donc:

u(t,a) = wt2)+ o= [ @D - ;0w) - ;@Y (694

Par propriété de ’onde incidente, le dernier terme dans I’ intégrale disparatt, et
donc: Pourt € R,z € Q

TR O TV % fa L (00 (2)ur — 0 (r)dr)dy (6.95)

Cette formule de représentation permet de calculer u dans Rox 2 si |’ on connait
sa trace sur R x 99 . L intégrale de second membre de (6.xx) est un potentiel
retardé de double couche .Sa trace, notée ¢ est bien connue aussi et 1’ on a I’
équation suivante :

Vz € 00
3900 - 1= [ (@) - 10 = () (690

w

6.7.1 Relation énergétique
Notons A¢ la partie gauche de (6.96) vérifiant

Ap = —u_ - (6.97)
vet) = Mo ) = - [ (000 - 700)6)d)  (698)
et
vi(z,t) —v-(2,1) = ¢(,1) (6.99)
Soit alors 1
Eet) = 5 [ 19(@0F + [, O lde (6.100)
+

on v est le potentiel retardé défini par 1’équation { 6.97).
On peut montrer aisément que

OEy - vy |
W =5 T dv 'U';I:do'

ol

i .
E-(i):—fn ‘/I‘Atﬁ(r,s)thJ(x,s]da{z]ds
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z . .
Eu) == [ [[(46(2,9)+ d(z,5)Dé(z, s)do(z)ds

On en déduit par intégration par partie

j E_(s)ds = / j(Aq&(::,s))[(t — 5)D¢(z, s) — Do(z, s)]do(z)ds
0 0 Jr

A partir de ces notations , on en déduit le probléme & résoudre :

t ¢
Trouver ¢ tel que / /Atﬂbda(x)ds:/ -/Uf'qbdo'(::)ds YyeV (6.101)
0 Jr 0 JT
ot V est un espace assez gros pour contenir les fonctions

Yi(z,8) = (t — s)Dg(z,5) — Do(z,5),0 <5 <t

6.7.2 Discrétisation

A partir d’une discrétisation de la frontiére I' en N éléments (7;)1<i<net
un découpage régulier du pas de temps t,, = mAt, m = 0,1,....., on définit
une approximation en supposant que I'espace V est approximeé par les fonctions
constantes par morceaux, cet espace est noté Vj,. Une base est constituée par les
fonctions caractéristiquesa; (t) f*i(z) o a; (respectivement 3* ) est la fonction
caractéristique de 'intervalle (t;,%;41)( respectivement Tj.

L’approximation de type GALERKIN de cette méthode s’écrit:

fm.l / Agnam(s)f (z)do(z)ds = f:m,u f Ulam(s)fdo(z)ds ¥m > 0,1 <1< N
=R tm IF

On peut montrer que cette méthode ( cf. ) se raméne au calcul des vecteurs
F7 = (fi)i<k<nqui représente la valeur de ¢4 sur ’élément I'x au temps ;.
Cette méthode est un processus incrémental en temps oil si on pose

P = S f,ﬂ[%/ - aj(tjam{t)dt],Bk(a:)ﬁ’(z}do'(:c]—
is0 > r

1<k<N

1 tentr

an(tdt [ 6 [ BG)(@.()as, = F0u(r)aj, Mo v)do(e)dr]

ce qui s’écrit matriciellement

E tm

Lp = Y. (P (6.102)

1IN

IA w.
IA o
=
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avec les matrices d’influence données par

bt
i = %ma(ma.,,am,--‘ll f dt [ do(z) f (18— = B YeitcYderts)
™ Jo T Tk ¥ ¥
(6.103)
ou o(T}) désigne l'aire de T.
Ce calcul assez complexe (.( cf. [38]) ) utilise des dérivées de fonctions disconti-

nues et doit &tre analytique. Sous réserve d’une condition de type C.F.L., alors
la matrice I? est diagonale et le processus s’écrit

j=m—j
F™ = B™iFi 4 G™ (6.104)
j=0
ol _
B™i = (1% - (6.105)
et
= (IO (6.106)
avec

tm41
G’S":/ ]U’amﬁudads
b | IT

Cette méthode a été implémentée en 3D et permet de conserver le caractére
convolutif en temps.( cf. [38]) o
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Chapitre 7

Etude de problémes
hyperboliques dégénérés et
Application a la Physique des
Plasmas

7.1 Introduction

Dans cette partie, les démonstrations ne seront pas données afin de réduire
quelque peu la longueur du document. Cette étude est consacrée aux Problémes
Hyperboliques Dégénérés qui sont apparus pour la premiére fois dans le cadre
d’études pour la Mécanique des Fluides. Si, en effet, on s’intéresse aux lois d’évo-
Iution de Fluides Isentropiques, ces derniers sont régis par les lois de conservation
de la masse et de la quantité de mouvement :

dp : B
o) +div(p) = 0.

(7.1)
A pT
) | o+ P)=0.
at
A cette équation il convient d’ajouter 'équation d’état isentropique
P v
100 (7.2)
Po  pa?

11 est. bien connu que ce modéle (appelé P-systéme) admet deux vitesses de
propagation toujours distinctes u+c et u-¢ qui caractérisent les informations
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permettant de construire la solution & l'instant t en fonction des données ini-
tiales.

Dans cette égalité, la vitesse du son ¢ est définie par:

¢ = P'(p) (7.3)

Il peut paraitre judicieux et cela a méme était développé dans des codes
industriels (comme N3S ) pour traiter ce systéme de traiter a chaque instant le
probléme précédent par " splitting " les denx problémes:
ele premier associé a l'acoustique linéaire
ele second associé a la convection
11 est. bien évident que le systéme lié & l'acoustique ( linéaire ) est connu . Dans
le cadre mono dimensionnel, par exemple,

dp , Bpw) _
T e T
dpu) 9P g
i L
"X T

Ce systéme admet deux vitesses de propagation distinctes ¢ et -¢ et done
permet aisément de connaitre la solution en fonction des données initiales. Reste
donc la connaissance du systéme (en 1D):

dp | d(pu)

oot =),

ot " oz (7.5)
pu) | Ap?) _ o

at iz

Ce systéme reléve de la nature des problémes hyperboliques non linéaires dé-
générés. Il se trouve que différents problémes relevant de |’hyperbolique non
linéaire dégénéré peuvent étre rencontrés. Tous ces problémes sont issus des lois
de conservation.

7.2 Exemples

7.2.1 Mécanique des Fluides sans pression

On considére dans ce cadre les lois de conservation de la masse et de la
quantité de mouvement en supposant que la Pression joue un réle négligeable
ou (cf §1) que dans une opération de " splitting " , la pression est résolue dans
une autre étape. Cette approche est étudiée par de nombreux auteurs ( citons
par exemple [10],[15] ).Le cas ol la pression est. un terme important reléve des
Equations d' Euler, théme qui a fait 1’ objet de nombreunses contributions dont

138




une synthése peut &tre trouvée dans [72]. Cette méthode conduit done & décou-
pler densité et pression sans faire intervenir de loi d'état. On est donc conduit
A étudier le systéme qui sera noté par la suite ( S1). Soient x la coordonnée
spatiale et t la coordonnée temporelle .

Définissons par p la densité du fluide et par u sa vitesse .

Le systéme S1 a résoudre s'écrit :

op , dpu) _
§+ dz

dpu) , dpu’)
at dx
Ce probléme servira de modéle a 'étude des Problémes Hyperboliques Dé-
générés et entrera dans le cadre de tous les systémes suivants.

(7.6)

=0

7.2.2 Evolution d’une population ionique sans électrons

On considére désormais une population électronique qui subit les effets de
courants Electrique et Magnétique. Un tel plasma est régi par les lois de MAX-
WELL et dans une approche Mécanique des Milieux Continus ( si on souhaite
dans un premier temps supposer que 'écoulement est suffisamment dense pour
ne pas étre modélisé par I'équation de BOLTZMANN ) par la loi fondamentale
de la Mécanique.

On définit par
le champ électrique, Ble champ magnétique, @ le champ de vitesse,
n la densité du fluide, 7 la coordonnée spatiale et t la coordonnée temporelle .

Les équations régissant le mouvement forment le systéme S2 qui s’écrit:

.

{l,fcz)iT_? _ ol B = —pgne
ﬁ L FAE =0

3 " aiv(®) =0, (77
div cn?) = en
d n‘t?
| ( on%) I o) = {_-)n(‘a*wm*ﬁ]
ol gq désigne Ia permittivité relative électrique du milien
po désigne la permittivité relative magnétique du milieu et
c désigne la vitesse de la lumiére .
Ces quantités sont reliées par la relation célébre :
Enpn{.‘g =1, (7.8)
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Rappel :
On rappelle que dans les unités M.K.S.A. les valeurs respectives sont £y = 8.85
1072 C/m V, pg = 1.26 10-° T 'm /A et c vaut 3 10°m/s .

Ce probléme ainsi exprimé n’est pas présenté en terme de lois de conservation.
Il est par ailleurs bien connu que les équations de MAXWELL contiennent la
loi de conservation de la masse. En effet, la premiére équation de (7.7) dont on
prend la divergence et la quatriéme équation de (7.7) dont on prend la dérivée
temporelle conduisent. a I’équation :

S5 X
i div(nt) = 0. (7.9)

Pour ce faire, il faut utiliser 1'égalité a’t'v(m?) =0.

Afin d’étudier ce systéme, on se restreindra dans cette étude au cas ol le champ
magnétique est identiquement nul. Ceci a une conséquence importante : dans le
cas ofi champs électrique et magnétique cohabitent, on sait que le systéme des
équations de MAXWELL est invariant par changement de repére relativiste et
non galiléen .

Cela pose le probléme de I'invariance du systéme formé par le couplage des
équations de MAXWELL et de la loi fondamentale de la Mécanique qui peut
done conduire & devoir se poser la question de la validité de ces équations et du
remplacement éventuel des lois de la Mécanique classique par la loi de BOLTZ-
MANN. Lorsque on se limite & la prise en compte du champ électrique, il est aisé
de vérifier que le systéme est alors invariant par changement de repére galiléen.
En outre la troisiéme équation de (7.7) conduit si ﬁ = T a Pexistence d’un
potentiel ¢ tel que

=4 (7.10)

Cela conduit & un systéme simplifié qui a comme inconnues le potentiel, la den-
sité lonique, la vitesse des ions qui s’exprime ainsi:

3% €

-

div(enf’é) =en (7.11)
3(’5:?] + IR o) = %nf%

Ce nouveau systéme est plus simple 4 résoudre car contenant un nombre rée-
duit d’ inconnues.
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7.3 Evolution d’un plasma formé d’ions et d’élec-
trons

On considére désormais un plasma qui subit, les effets de courants Electrique
et Magnétique, Un tel plasma est régi par les lois de MAXWELL et dans une ap-
proche Mécanique des Milieux Clontinus. Si on souhaite dans un premier temps
supposer que ’éconlement est, suffisamment dense pour ne pas étre modélisé par
I’équation de BOLTZMANN, la loi fondamentale de la Mécanique est utilisée .
On définit par 7 le champ électrique, B le champ magnétique,

i le champ de vitesse des é&lectrons, i} le champ de vitesse des ions, p. la masse
volumique des électrons, p; la masse volumique des ions, n, la densité des élec-
trons, n; la densité des ions,

T la coordonnée spatiale et t la coordonnée temporelle.

Soient alors:

m la masse élémentaire de 1'électron |

M la masse élémentaire de 'ion |

e la charge élémentaire .

Rappel : On rappelle que m vaut 9.11 107" kg , M vaut 1.67 10-%7 kg et e vaut
161 1079'C,

Il est évident que I'on a les relations suivantes:
pe = mn, et p; = Mn; (7.12)
Les équations régissant le mouvement s'écrivent done:

' OB _ ar(d) = & neat - miah
£0

ot
%-I;— + 7ol (F) = 0.

div(B) = 0. 7.13
dit?[iu?j = e(n; —ng,) : ]

A(n.it) + I e ®) = —(=)n(F + @A H)
Bt v
(ﬂ,‘ﬂ.} =3

V(i@ o @) = (5)m(E + 7 A B)

(le systéme conduit si on définit par p la masse volumique du fluide et par ¥
la vitesse moyenne

pP=petpi

et

P = peTr + pi L}
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s0it

6(;{'&’) + T (mn R OR)+ B (Mm@ @) = e(n; —no)E +e(niidt —n @) A B

(7.14)

Dans ce type d’approche, on suppose donc qu'il n’y a pas d’interaction méca-
nique et que les termes liés & la pression sont négligeables. De plus, il est évident
que si pour des raisons de rapport, de masse, on suppose que les électrons restent
immobiles, ceci représente une solution du probléme qui vérifie un systéme assez
proche du systéme S2.

Dans ce systéme S3, on peut donc chercher
— le champ électrique,
— le champ magnétique,
— la densité des ions,
— la vitesse des ions,

en considérant que la densité des électrons est stationnaire et la vitesse des
électrons est nulle en temps et espace.

Si on suppose de plus que le champ magnétique est nul, le sysiéme S3 est
invariant par changement de repére galiléen. En outre la troisiéme équation de
(7.13) conduit si B = T 4 'existence d’un potentiel ¢ tel que

B=%s (7.15)

Cela conduit a un systéme simplifié qui a comme inconnues le potentiel ,la den-
sité ions , la vitesse des ions qui s'exprime ainsi :

3V_'$= e

s e
div{suvﬂ = ¢e(n; — n,) (7.16)
OR) 4 F(Mnim © ) = e(ns — no) B

Ce nouvean systéme (S4) est plus simple 4 résoudre car il contient un nombre ré-
duit d'inconnues . Dans le cas monodimensionnel , on obtient le systéme suivant :
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.5{, = -—;nfﬂ.‘
6{50E) =
! I et e(n; —n.) (7.17)
A Mngu;)  H(Mnw®)
W, LT

.

En effet les électrons étant immobiles | la vitesse des électrons est nulle | ce cas
conduit au systéme conservatif .suivant ( S5)

O b
ot Ean.u.
O(eg E
< 08) — efmi ~ ne) (7.18)
A(njui® — £ E?)
A(nyu;) " S IR T Lo
\ ot Oz

7.4 FEtude de problémes hyperboliques non linéaires
dégénérés en mono dimensionnel

On considére un systéme de la forme:

a(lr)
— 4+ A(U

P (V)
Pour les Problémes Hyperboliques | la matrice A(U) a ses valeurs propres toutes
réelles et toutes distinctes A; (U7) .Les vecteurs propres associés ry(I7) engendrent
tout P'espace . Une classification est opérée entre les valeurs propres vraiment
non linéaires qui vérifient

a(v)

PO T (N(0) 0 (7.20)

et celles linéairement dégénérées telles que
PAU)TFu (N(0)) =0. (7.21)

De la méme maniére, I'étude des invariants de Riemann peut étre conduite. Ces
derniers sont définis comme étant les scalaires ¢(I7) tels que

PiU)Fulp) =0. (7.22)
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11 est aussi utile d’étudier les courbes de choc définies par les relations de RAN-
KINE -HUGONIOT dans le cadre conservatif. Dans le cas non conservatif, la
théorie plus embryonnaire fait appel aux chemins entropiques qui ne sont pas
toujours aisés a mettre en évidence. Le passage par les chemins visqueux va nous
permettre de lever cette difficulté.

Considérons dans le cas le plus simple un systéme 2x2 tel que, pour u; et u,
inconnues du probléme:

) au) _
~5 FAO)= =0
avec U = (uy, ua)* (7.23)

W |
et A=(0 A)

Ce systéme n’est. pas diagonalisable et admet une valeur propre double A sup-
posée constante . Utilisons le changement, de variable défini par: y = x -) t et
t =1, et soient:

uy(x,0) = uf(2) et uy(z,0) = ud(z) (7.24)
En résolvant tout d’abord la deuxiéme équation puis la premiére,
ug(z,1) = ud(z — At) (7.25)
et donc
uy(z,t) = uf(z — At) — t(ud) (z — At) (7.26)

11 est, aisé donc de trouver que un exemple ol ua est une fonction tandis que u
est une solution mesure .Pour cela , on peut considérer comme données initiales
un probléme de Riemann ot

L .
o_ J up siz<0
i { £ siz>0 {7:27)

u (7.28)

[T ﬂ% stz <0
T siz>0

Proposition 52 Dans le cas d’un systéme 202 hyperbolique dégénéré, la solu-
tion du probléme est une solution mesure.

Démonstration:
11 suffit de reprendre le calcul précédent appliqué aux données initiales d'un
probléme de Riemann. Dans ce cas la solution obtenue vaut,

us(z,t) = uk + (uff — k)Y (2 - M) (7.29)
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et donc
up(2,) = uf + (uff = uF)Y (2 = M) + t(ud = uf)d(z = M). (7.30)

on Y désigne la fonction de Heaviside o

7.5 Etude du probléme sans pression

7.5.1 Position du probléme de Riemann

Ce chapitre va étre consacré au probléme conduisant an systéme S1 défini
précédemment dont les inconnues sont, la masse volumique et la vitesse. Défi-
nissons par p la masse volumique du fluide et par u sa vitesse .

Le systéme S1 & résoudre s'écrit:

9 , Opw) _,
at dr
(7.31)
d(pu) | d(pu*) _
p e

Proposition 53 Le systéme (S1) admet unc valeur propre double, la vitesse,
assoctée @ un unique vecteur propre. Ce champ est linéairement dégénéré. En
outre les entropies du systéme sont de la forme :

3(40)'1("39:' fa(u)) " 3{.0".1’1('2: Fa(u)) =0. ot (Fa)' (u) = fa(u)  (7.32)

Démonstration: il est aisé de vérifier que les quantités proposées sont des en-
tropies .par la recherche systématique de toutes les entropies, on abtient que ce
sont les seules ( of [55].

Le systéme dans les zones réguliéres se raméne au systéme

ap |, dlpu) _

at i dr 0.
a(u) a(u) =
wE +u-———-3x ="

Il est alors évident que u est valeur propre double et que le systéme n’ est pas
diagonalisable. Le vecteur propre dans ce systéme s’ éerit: 7 = (1,0)! Dans

ce cas ._r’_v)(u} = 0. Pour la calcul des entropies , un simple caleul permet de
vérifier | 7 équation proposée e
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On s’intéressera dans ce chapitre 4 un type particulier de données, celles is-
sues du probléme de Riemann

_f ot siz<o
p—{ ot osiz>0 {138y

uk siz<0
u_{ uft siz>0 ()

1l va étre aisé de construire la solution pour u* < uf mais on verra que le
cas inverse conduit 4 certaines difficultés a lever.

Proposition 54 Dans le cas oit ut < u® | la solution du probléme vaut :

ot osiz<ult
p=4 g siz>uft (7.35)
0. ailleurs
ut  siz<ult
u=< ul siz>u®t (7.36)
z/t  ailleurs
Proposition 55 La solution du systéme (7.31) est aussi solution du systéme
sutvant : X 8(pu)
p , O(pu) _
at s 8z Bt
: (7.37)
du a(u?)
—+1/2 =10,
it A dr

C'est la solution Lagrangienne.

Si on revient au probléme de Riemann , on ne peut appliquer cette méthode
au cas u” > u” Les chemins visqueux vont permettre de lever cette difficulié.

7.5.2 Etude du probléme visqueux

Dans cette section , on s’intéresse toujours an systéme (S1 associé aux don-
nées particuliéres. Dans la section précédente | si u” < uf, la solution Lagran-

gienne permet de résoudre le probléme et vérifie en méme temps les relations de
choe.

Le cas u* = u® = yy est trivial .La solution est

u(z,t) = u(x,0) = vo et done p(z,1) = p(z — vot,0) (7.38)

Reste donc a traiter le cas u* > u® Pour cela , on va s’appuyer sur la théo-
rie des chemins visqueux qui a déja été employée avec succés dans le cadre d°
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écoulements diphasiques ( cf. [138]) . Si on se référe aux lois physiques de conser-
vation, le systéme visqueux s’ écrit

op | Olpu) _
Eﬂl‘ dr =il

(7.39)
pu) | d(pu®)  Pu _
iy raaastt ikl

La théorie des " travelling waves " consiste a chercher des solutions en (z,1)
dépendant de la seule variable y = x — ot .

Théoreme 31 Dans le cas oti u* > uf? | la solution du probléme visqueur s

derat :
ut — (ul — uM)exp((Cry)/v) siz < uMt
u=<{ uft — (u® —uM)exp((Cry)/v) siz>uMy (7.40)

0. siz=uMt

Crf(u—uM) siz>uMt (7.41)

Crflu—uM)  siz<uMit
=
kté(z — uMt) siz=uMit

Cette solution correspond aur données iniliales suivantes:

ul (1. —exp((Cra)/v) siz<0
u(2,0) = ug(e) = { uf(1. — exp((Crz)/v) siz>0 (7.42)
§ spa=d

P(-’?‘U}=pn[aﬂ}:{ Cpfug(z) s12<0

Crlug(z) siz>0 (7.43)

v _ VPR 4 plut L ph R (uk — uR) PR pE (u — ul)
avec u" = COp=————30,Cp=="—"——— -~
/pF + \/pF /o + \/pR [/-?i:)- /pR
k= plpR(ul —u®) >0 et y =z — u™Mt (7.45)

<0
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On peut aussi étudier le systéme visqueux pour ul < uft,

Théoreme 32 Dans le cas ot u* < u® | la solution du probléme visqueur s ’

écrit :
ul  siz < ult
u=<{ ul siz>uft
z/t  ailleurs
ot siz<ult
p=4 pP  siz>ubt

0. ailleurs

Cette solution est associée aur données initiales suivantes :

o ut  siz <0
= laft e s

D) Pt osiz<
P PR siz>0

7.5.3 Solution limite du probléme de Riemann

(7.46)

(7.47)

(7.48)

(7.49)

Dans cette partie , on considére le systéme S1 non visqueux mais interprété

comme limite du systéme visqueux précédemment étudié.

Il est & noter que pour un autre type de viscosité, rien ne dit que méme si le
systéme S1 est aussi limite du systéme envisagé , la solution limite soit identique.
On reviendra sur ce point a la fin du chapitre . En fonction des résultats obtenus

dans le dernier chapitre | la solution va étre caleulée.

Théoreme 33 Dans le cas ot u” > uf | la solution du probléme limite du

probléme visqueux s ° éerit :

ul sz < uMit
= uff  siz > uMi
uM stz =uMit

p- siz<uMit
p= Mmoo osiz>uMit
kté(z — uMt)  si 2= uMi

associde aur données initiales:

ul  siz<0
u(z,0) =up(z) =4 u® siz>0
0 se=1
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(7.50)

(7.51)

(7.52)




pl siz <0
plz,0)=plz) =L p® siz>0 (7.53)
0 sia=f

Byl 7 ) -
avee uM = AT NS k= /pRpR(u" —uf) et y=1z - uMit (7.54)

VPR + V/p*

Théoreme 34 Dans le cas ot u*<u® | la solution du probleme limite du pro-
bléme visqueux s° éerit :

ub sz < ult

u=1{ ul siz>uft (7.55)
zft  ailleurs
ot siz<ult

p=12 pR siz>uft (7.56)

0. ailleurs

Remarque 1:

Dans le cas avec choc, on considére par exemple I’ entropie pu’. Le flux associé
est pu? . Dans le repére local du choc , on a: [pv?] = /plpR(uf —ul) < 0. L’
entropie obtenue est done décroissante a travers le choc.

Dans le cas avec choe |, on considére maintenant 1 * entropie 2u dont le flux vaut
u?. Dans le repére local du choc | on a:

[v?] = (p" — pP)(u® — ub)2/(V/p" + /pR)? , dont le signe est inconnu .

On retrouve que les seules entropies physiques sont celles pondérées par la masse
volumique.

Remarque 2:

Toujours pour le probléme des chocs et des " ondes " visqueuses, on aurait. pu
considérer | * équation de Burgers mais dans ce cas le terme visqueux aurait pris
la forme v/p... ce qui n’ est pas licite lorsque la densité est une solution mesure.

Remarque 3:
11 est bien évident que le systéme de Burgers visqueux couplé a |’ équation de
masse ne conduirait pas a la méme solution. Soit le systéme:

dp , dlpu) _
ot dx =

o) (/) O0%) _ 0% _
5 +(1/2) 52 vagm_.o.

(7.57)
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Ce systéme ne reléve pas des lois de conservation physiques et conduirait a des
solutions bien définies au sens mathématique mais non au sens de 1 ' "' Ingénieur
Mécanicien ".

7.5.4 Solution du probléme pour des données initiales
particuliéres

S'il n’ est pas aisé de définir des données initiales quelconques distinctes
de celles du type du Probléme de Riemann, il est possible d ’ envisager une
donnée un pen plus complexe qui nous sera utile pour 1’ étude de populations
électroniques. On considére toujours le systéme S1 avec les données suivantes
appelées DC (données eréneau) :

—uyg sil<z<M (7.58)

g st —M<z<0
°w=
0. ailleurs

_Jpo i —M<<z<M
p= { 0. ailleurs (7:59)
ot M est un paramétre positif (7.60)

Théoreme 35 Dans le cas ot ug est négatif, la solution du probléme associé
aux conditions limites DC s’ éerit :

—up st —upt <& < M — upt {761)

ug 8t — M +upt < 2 < ugt
u=
zft  ailleurs

po st —ugl <z < M —upt (7.62)

po st =M+ ugt < x < upt
p:
0. ailleurs

Dans le cas ou ug est positif, la solution du probléme associ€ aux conditions
limites DC s’ éerit:
Pour t < M /uq

—uy stl<ax< M—ugt (7.63)

g st —MAud<z<0
U=
0. ailleurs
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o st —MAut<ax<0.
Bi= po s10. <2< M —ugt (7.64)
ktd(z) stz =0.

Pour t > M[uy :

= (7.65)

_ 0. st est différent de 2éro
f= { ké(z) siz=0. 1%:86)
avec k = 2pgug (7.67)

7.6 Etude du probléme mono fluide en présence
de champ électrique

7.6.1 Introduction

On s ' intéresse aux effets du champ électrique sur une population ionique
dans un cadre mono dimensionnel . Le chapitre précédent, peut étre vu comme
le cas on les effets électriques sont nuls . Que se passe t il de particulier? Essen-
tiellement la prise en compte des équations de Maxwell . Pour présenter cette
approche, nous nous sommes inspirés de [13]. La premiére difficulté concerne 1’
invariance par changement de repére galiléen. Afin de conserver cette propriété,
les effets de champ magnétique sont supposés nuls (ou négligeables). Cela a
comme conséquence de considérer le champ électrique comme dérivant d’ un
potentiel. Or en 1D, cela peut toujours se faire, cependant se posera la question
d" un probléme bien posé en fonction des conditions limites (ou initiales) soit
sur le champ électrique soit sur le potentiel. Le systéme s’ écrit :

¢ IFE e
WZ—(‘S—G)HH
8eoB) _ . (7.68)
oz
d(nu)  d(nu*) e
o, T e

Ce systéme reléve des Problémes Hyperboliques Non Linéaires Dégénérés. En
effet :

Proposition 56 Le systéme proposé admet une forme conservative. Il est de
nature hyperbolique et admet une valeur propre triple u. L' espace vectoriel en-
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gendré par les vecteurs propres est de dimension 1 et ce dernier est linéairement
dégénéré.

Démonstration :
Il est bien connu que les lois de Maxwell redonnent la loi de conservation de
la masse. En utilisant la loi de Poisson, I’ équation de quantité de mouvement
devient conservative . En effet, d’ aprés la seconde équation de (7.68), il est aisé
de noter que )

e e e0F | g OF
—EHE— EE?E so1t W_é?‘

Par combinaison des deux lois de Maxwell, on obtient une équation de transport.
sur le champ électrique qui devient conservative par combinaison avec ’équation
de masse .

On obtient ainsi le systéme suivant dans les zones réguliéres:

a(U) L OF(U) _
gy T
avec Ul = [n.nu‘nE)‘ (7.69)

= 2 eq 12 ¢
et F(U) = (nu,nu® — £ E* nuF)

Ce systéme mis sous forme conservative peut ,dans les zones réguliéres, s'écrire

de maniére plus simple sur les variables ( n , u ,E ).On obtient alors:

[ av av
¥ + A{V)a =0

avec V = (n,u, B)!

! (7.70)
n 0
u  (eo/Mn)E
0

u

et A=

oo R

La matrice A, non diagonalisable, admet comme valeur propre triple u . Le seul
vecteur propre associé est

#(V) = (1,0,0)" qui est orthogonal au gradient de V .Le systéme est donc dé-
généré e

De plus, les relations de choc & travers une discontinuité se propageant i la
vitesse @, pour le systéme conservatif obtenu en (7.69), donnent, en posant
vt=u—o:
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[nv] =0

[nv?] - ;—L! [(£*]=0 (7.71)
[nvE] =0

On a done n v = K et donc | si K est différent de zéro | [£] est nul et on
en déduit que [nv?] est nul, comme dans le systéme sans pression étudié précé-
demment, et qu’ il ne peut y avoir de discontinuité si K est différent de zéro.
Pour K nul, ne subsiste que [E?] = 0. On constate que les contraintes imposées
sur les chocs sont trés proches de celles du chapitre précédent et de la méme
maniére les chemins visqueux vont permettre de lever les ambiguités.

7.6.2 Solution Lagrangienne pour le probléme de Riemann

Les seuls chocs possibles sont done le vide d’ un coté et la vitesse de I'autre
coté égale & la vitesse de la discontinuité . Dans le cas u” < uf | il est possible
de relier I état gauche a 1’ état droit en passant par le vide. On obtient ainsi la
solution proposée e

Proposition 57 La solution du systéme (7.68) dans le cas on u" < u® est
ausst solution du systéme suwant :

( @ d(nu)

at ¢ dr =¥
du a(u?) e
i i (7.72)
OE . B(E) _
Tl +u 5 0.

\

(est la solution Lagrangienne.

Théoreme 36 Dans le cas ot u*<u®, la solution de ( 7.68) du probléme de
Riemann s’éerit :

Al e 2 —tul , ;
u -+ n-i o Arig < W
ﬁrft‘n I e 9
14nb— ¢
,
°= 4 r—tu 7.73
! uR 4 =Ry 5 siz > ulflt ( )
i’vffn R e 2
l+n {
2Meq
: z/t  ailleurs
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= 7 sir<ubt
e
14 nt ?
* 2Meg
- 7.74
i5a ——n.‘— siz>uflt ( )
14nR S g
2Meg
} 0. ailleurs
(e — tut _
Einf‘ % 'H2 siz < ult
0 €1 2
1+4+nk t
.
= -1 ; ¥
i, B¢ R i LY u,‘. siz > ufit (&59)
50 e bRl
QMED
| 0. ailleurs

7.6.3 Etude du probléme visqueux associé et probléme li-
mite

On a vu les difficultés engendrées par les chocs sur ce systéme .
Pour cela, on considére les effets visqueux qui peuvent apparaitre dans |’ équa-
tion de quantité de mouvement sachant que les lois de Maxwell ne sont pas
sujeites a des effets de perturbation. Dans ce cas, le systéme envisagé s’ écrit :

( dn | d(nu) _
at e "
dnu)  G(nu® — (e0/2M)E?)  8%u
4 == 7.76
ai + oz Vaig 0. ( )
dnE)  d(nuE)
~ a T e U

Ce systéme va &tre associé A des conditions initiales de type Riemann qui ont

été déja employées pour 1" étude de Mécanique des Fluides sans Pression .
1l sera utilisé comme données :

nt sizr<0
ul siz <0
3= { uR siz>0 (7.78)

D " aprés 1’ équation de POISSON, les données initiales sur le champ électrique
doivent &tre compatibles avec les données sur la densité. Comme dans le cadre

pl;lécédem, on distinguera deux cas associés a la position de u” par rapport a
i
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De plus associé an probléme visqueux, une équation d’ énergie apparait .

Proposition 58 L’ énergic du systéme visqueur, en supposant la solution ré-
quliére, vérifie Uéquation d’ évolution suivante :

1 dnu® + [ )E' 1 8(nu®) 8u

3 3{ 2 52 —vugg;:ﬂ. (7.79)

Proposition 59 Le systéme d’évolution a une seule population vérific une loi
d’ évolution portant sur la densité et la vitesse qui s’ éerit :

5 8 u aﬁu)
5? {rw R )
dx

11 est aisé d’ obtenir un systéme de deux équations d’ évolution portant unique-
ment sur la densité n et la vitesse u .

32(nu) a? (nu )

+(3/2) +(1/2) =0. (7.80)

Proposition 60 La densité n et le champ de vitesse u vérifient le systéme
visqueur suivant :

dn  d(nu)
E* e >
32( ) 52 32( 3 [ 2 3311]
nu (nu") nu') Jx dt ‘e
2 4 a2, 5 i)
7

Proposition 61 Sion pose n_.., ut_o les élats en —oc e Nyos, tyne les états
en +oo,dans le cas du systéme visqueur défini par (7.76), les solutions " travel-
hing waves " sur la densité n et la vitesse u reliant les états constants a l'infini
sans gradient sont de la forme:

U_oo — (U_os —o)exp((CLy)fv) stz < ot
U= Uypoe — (Upes — 0)exp((Cry)/v) siz > ol (7.82)
o siz=al

Crflu—c) siz<oat
p=4 Crflu—-0a) siz>al (7.83)
kté(z—at) s12=oat




Cette solution correspond auz données initiales suivantes :

U_a(l. — exp((Crz)/v) siz <0
u(z,0) = up(z) = { Uyo(l. —exp((Cr2z)/v) siz >0 (7.84)
o six=10(
a0 =)= { G 5250 (59
) - Mﬂ-&m i mu-q-m
avec o = — + Vs (7.86)
N, p P-ca/P=co! Uo oo — Ugos) _ mya o Pﬂm(“m.—“—m)
et Cp = e B, e >0,Cr= 7 e S (:;}r)
ainsi que k = \/p_ccp_co(Uooo — Upoo) >0 et y=2z — gt (1’:88]

Proposition 62 S5i on pose n_q.,U_co les élats en —o0 et Npoo, Ugeo les Elats
en +o00,dans le cas limite du systéme visqueuz défini par (7.76) ,les solutions "
travelling waves " sur la densité n et la vilesse u sont de la forme:

U_oe S1z<ot
U=4 Upes SiZ >t (7.89)
e sizr=ot

P=vo SEL< ot
P={ Pt SiZT>0t (7.90)
kté(z —ot) siz=oat

Cette solution correspond auxr données initiales sutvantes :

Uope S12<0

w(@,0) =ug(2) = Upoe siz>0 (7.91)
o s2=0
== _ ] Pre szl

pla0) = poie) = { b= %220 (7.92)

/P00 Unc0 + \/Phoalgoe
JPoee [P
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et Cp = P-eo \/P—m(u—m — Ufeo) =0, Ok = Pioa \/p-m(ﬂ-{-m =Y on)

= <0
VP=oc +/Prea VP-cc + fProc
(7.94)
amsi que k = \/P_cpool(U—oo —Ujes) >0 el y=x —at (7.95)

Théoreme 37 Dans le cas ot u® > u® | la solution du probléme non visqueur
s "deril:

* nk Loond six < off)

E=) € 1+Knlt2 = (7.96)
e p z—uft : e
—nt————  siz >ofl)

eg 14 Knf#?

— ult

L L :
U=+ 2Kn"t——0m—= siz <oft)
u= 1+ _f‘\;‘,,t* (7.97)

ul 4 2!\':1”1!1—1—?,1—#]-2- siz>ao(t)
W%ir?m stz < at)
o i tin - i—_—l_—%l-n—ﬁ stz < oft) (7.98)
pa
avee K = e et o (t) = te(1)tel que (7.99)

Valul /1 + KnRE2 4 Vnful 1+ Knkt?

= Tk
#l) VREVT + Knfit? + /BT 4 Knle? FRy
1) — uftt
frit) = Vn“—f:_)ﬁ.:;ﬁ (7.101)

Proposition 63 Dans le cas on n® = n® = ng |, la ligne de discontinuité est
définic par:
L I
o(t) = z% (7.102)
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Proposition 64 Dans le cas ot par exemple n® = 0 , la ligne de discontinuité
est définie par:

a(t) = uftt (7.103)

Remarque :
Par simple calcul, en £ = 0 on obtient comme ligne de discontinuité exactement
celle obtenue dans le paragraphe 7.5.2 on

De méme , si le temps tend vers l'infini , on obtient alors

ul 4 uft

‘_l'lflmd'(i] - L 2

7.6.4 Solution du probléme pour des données initiales par-
ticuliéres

S’ il n’ est. pas aisé de définir des données initiales quelconques distinctes de
celles du type du Probléme de Riemann, il est possible d’ envisager une donnée
un peu plus complexe qui nous sera utile pour 1’ étude de populations électro-
niques. On considére toujours le systéme S2 avec les données suivantes appelées
DC (données crénean ):

—uy si0<z<l (7.104)

ug si —L<x<(
1=
0. ailleurs

_Jne si=L<a<sl
< { 0. ailleurs (1:105)
ofl M est un paramétre positif (7.1086)

Théoreme 38 Dans le cas ot up est négatif, la solution du probléme associé
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aur conditions limites DC s* éerit :

4

°
| g — %nnﬂ stx < ugt — L(1 +n:12!l;’£n13)
€ x — uplt 1 €
t : 1= L(1 ! £ s tpl
g + ﬂff.‘:onﬂ " 81 g ( —i-ng?MEn )<z <
1+ nogarest
u= zft  siugt <2< —upl
a ¢ . o2
—uy + A;EQ ngt : +.1': . t:; v s1 —ug(t) < @< —upt + L(1 +ng SMeq
nn =
2Me
29 {j’df ‘ t+ L(1 Ci %)
~ —ig + 'ﬁf_"” St &> —Uy 1R nnEMsu
(7.107)
. “neg p st ugt — L(1 + ng Qﬂlfsgtz) <z < ugt
nn?MEn i "
o= ng . & .4
§1 — —ugt + L(1 1
I = ; si — uplt) < x < —ugt + L +n02MEn )
no———1
2Me
L 0  auleurs
(7.108)
i _EP_ S o ¢ ]
enDL st < ugl L{1+n;2M£nt ]
e r— upl : € 2
gnn 2 st ugt — L(1 + n“?Ment )< < upt
1+ ﬂ.DQMEﬂf“
B= 0 stugt <z < —upt
[ x + ugl , e? 2
—ng 7 st —up(t) < 2 < —ugt + L(1 +ng 44
£0 & 5 2:’”5(}
14 nn?Msn =
%nnL st > —ugt + L(1 + 7102:;5‘){3)
(7.109)

Dans le cas oir ug est positif , la solution du probléme associé auxr conditions

limites DC s éerit :
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y uﬂ-%ﬂa};t s:z<ugi~L(1+n02M fg)
-uu+ﬂ; not z—-ug: s1 -L(1+‘n@ t’)+u_gt<a:_<0
Meg 2 2Meo
1+ ng- t
' g + ngt -z+unt sif<iz< L{14 £ %) — ugt
0 Msunﬂ l+“ e, : ! ﬂ_ﬂzMeu : Ug
“‘w
‘ —up + _—eraﬁ- siz> 2M
(7.110)
i ny i et 2y ;
_—_E’-__; 81 L(1 + -2'.!‘4'83”“; Jtut<z<0
' 14
1+ﬂa2M‘s‘o e
- no 3y _
n= < m 8:0(&'(1«(1‘*'25‘ not®) — ugt (7'111)
Mg
k(t)&(z) siz=0.
; 0 ailleurs
’ B LS <ut-L(1+ ¢ ngt?)
M ERE WMeq
Eo & — ugl 5 L
_Enq—_é!_g s L'(1+‘2M ﬂgi )+uot<x<9
1+ np——t*
f D= 2“:'6 2
£9 =+u°. si0<a < L(1 + < 2 nn'_l‘?) — uqt
14+ nosot? Mg
QMEQ
‘ j"—}ngL siz>—ugt + L(1 4+ 2M ﬂofn}
(7.112)
avec k = __Qng_ﬂ:;__ (7.113)
14+ ng——+42
'2M€n
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7.7 Etude du probléme bifluide en présence de
champ électrique

7.7.1 Introduction

On s’ intéresse anx effets du champ électrique sur une population électro-

nique formée d’ électrons en présence d ions dans un cadre monodimensionnel.
La présentation suit I’ étude menée dans [78].
Le chapitre précédent peut étre vu comme le cas ol la masse des ions est nulle.
Que se passe t il de particulier? Essentiellement la prise en compte dans les équa-
tions de Maxwell de la population ionique supposée immobile. La premiére diffi-
culté concerne |’ invariance par changement de repére galiléen. Afin de conserver
cette propriété, les effets de champ magnétique sont supposés nuls ( ou négli-
geables ). Cela a comme conséquence de considérer le champ électrique comme
dérivant d’ un potentiel. Or en 1D, cela peut toujours se faire, cependant se
posera la question d’ un probléme bien posé en fonction des conditions limites
(ou initiales) soit sur le champ électrique soit sur le potentiel. Le systéme s’ écrit
en définissant par n , u la densité et la vitesse des électrons et par n; la densité
ionique :

f g{ — (i)nu
AT
eoE) _ oini(a) — 7.114
< I = e[ni(z) — n] (7.114)
d(nu)  H(nu?) _ e
NG T) i mn['.'

ol
n(x,0) = ni(z)

afin de respecter initialement 1" équilibre. Ce systéme reléve des Problémes Hy-
perboliques Non Linéaires Dégénérés. En effet :

Proposition 65 Le systéme est de nature hyperbolique et admet une valeur
propre double u et une simple . Toutes les valeurs propres sont linéairement dé-
générées L’ espace vectoriel engendré par les vecteurs propres est de dimension

2.
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7.7.2 Solution Lagrangienne

Proposition 66 La solution proposée est aussi la solution Lagrangienne ainsi
que la solution du systéme sutvant:

i an  d(nu) _
wt e
du ) e
at *;E
12, a(E) (7.115)

ﬂfz'.O.) = ni(z)

L

Théoreme 39 La solution du probléme de Riemann s ' éerit :

(u® + (u® — ub)Y (2)) cos(wt) — ﬁsin(w"t_)

= A stz<0 (7.116)
(uk + (u® — ul)Y (2)) cos(w?) — 5 —sin(w’1)
sizx>0
nt  siz<0
n=( af siz>0 (7.117)
0. ailleurs
A+ Zotubsin(wht)  siz < ult
E=$ A :-w.nu" sin(w®t)  siz>uft (7.118)
0. ailleurs
goX | ub 4 (uf — ub)¥(
v+ %r + ,“_i_(_"_&;i__ui{)_ sin(wht) — cos(w"‘t]
. o el pour z < 0
£0A + (v — )Y (2 ; £pA
45+ ( A W sin(wft) - : cos(w™t)
pour z > 0
(7.119)
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7.8 Etude du probléme bifluide se ramenant au
monofluide

7.8.1 Présentation et Solution Lagrangienne

Cette étude a é1é inspirée par P.A.RAVIART a partir des travaux menés par
J.GOSSET( [79],[80], [81]) .
Elle consiste 4 s” intéresser au mouvement d’ ions en présence d’ électrons en
considérant. que ces derniers sont immobiles. Le cas étudié consiste a définir le
probléme initial suivant :

=0 si0<z<lL
=0 pourz=1L>0
P=¢; pourz=0

i | mp sil<ae<l]L . 107
no(x) = { 8 S s.zd oil L et | sont des paramétres positifs tels que | <L
(7.120)

Démonstration:

La premiére étape consiste a faire en sorte que les données initiales soient com-
patibles avec les conditions limites associées.

Pour cela, J.GOSSET remarque qu * il faut imposer la nullité du potentiel et
du champ électrique au méme point ( qui sera appelé par la suite 2,(0) ) .

L. étude demande done de définir un point tel que pour les points inférieurs a
2, la densité des électrons soit nulle et pour les points supéricurs i z, la densité
soit égale a ng , ¢’ est & dire celle des électrons ce qui permet alors de définir le
champ électrique .

Nous allons suivre la méthodologie développée par J.GOSSET en 1D.
Initialement , on pent écrire que

é
O E(z,t=0)= ano(m} (7.121)
H:®(2,1=0)=—E(z,t =0)
Cela conduit &
xr
E(z,0) = \o + if no(y)dy
. [ @ Jg (7.122)
3(z,0) = &~ doz = = [“ay( [ no(2)d:)
o Jo Jo
Ol encore r
E(z,0) = Xo + i/ no(y)dy
& i 0 Jo (7.123)

(x,0) = dg— Aoz — E / (x = y)no(y)dy
S0
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La recherche de z,(0) s'écrit done
e [0 :
B0 =202,(0) = = [ (2,(0) - In(2)a:
F0: 90 P (03 (7.124)
: . e: .
0=+ < j no(y)dy
o Jg
soit encore
e [¥0)
B+ — f zng(2)dz =0
€ Jo

Dans le premier cas , si on recherche z,(0) > I , on doit avoir

@ e l d e z,4(0) d
4+ — | zng(2)d: + — zng(z)dz =0
ot = [ ootz + = [ smote)
d’ ofi
D ¢
Fe g T
| (2,(0)" = 1" -2 —
ce qui conduit & une solution ( unique ) que dans le cas ol ® est négatif qui s’

écrit
save v b P06 e
z,(0) = 1y/1-2 o (7.125)

Par contre , si on cherche z,(0) < , la seule solution est obtenue pour ®; = 0
Le seul cas donc possible est le premier pour lequel A est obtenu avec

e (50 3 — _.
S f no(2)dz = —Eno(w(0) 1) <0 (7.126)
€0 Jo L41] i
Remarque : Si
Buei g
ng I2e !
il est aisé d’observer que:
S0yt~
IS e
2 "T" (7.127)

Dans ce cas , on obtient donc:

n(z,0)=0
B(,0) = X = ~=no(z,(0) ~ )

d(z,0) = o + i-no(z.{'ﬂ) )z

Pour = < | (7.128)

164




' ) n(z,0) = ng
E(2,0) = Ao+ :TJ, iy = £ il ~ (0]
et pour | < & < 2,(0){ P(*,0)=2(,0) - sa%,ﬂu((r —2:(0))* = (1 = 2,(0))*) =
o + %Gﬂn({x.{ol)g =)= %{m —2,(0))° =

—E‘égnﬂ(z — 2,(0))?

(7.129)
n(z,0) = ng

Pour z,(0) <2 ¢{ E(z,0)=0 (7.130)
&(z,0) =0

alors

Théoreme 40 Soit z,(0) défin: par

i Py =g P eg
1‘,(0):1 I—Qn—u}—ﬁ'zt—n—ag

et ty par
t3_2M£00(2~0)+0\/a§+4a e l
® T elng 2(1 — 2a) T ox.(0) =1
la solution du probléme s° exprime ainsi:
Pour t < tg
soit

2
e’

'ZMEn

2(t) = 2, (0) + (14 not”) (1 — 24(0)) + (2,(0 = 1)

alors
n(x,t)=0
E(x,t) = Eqg
e
u(z,t) = HtEﬂ
¢(-1?.f} =dy—2Ey

Pour 0 < & < =(1) (7.131)
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ey
_ m . o
n(e,t) = ————+ —no((2,(0) - ) | —=——F——b(x — z(t))
et 14 =2 gt
IMeo . 2Meg "
B(z,t) = gz ~ £,(0))
Pour z(1) < » < 2,(0) ¢ bt E’ﬁ%‘z
u(a,t) = %t ’”:;(.0)
o 0.3
- b % QMEo_t
¥(z,t) = —5———g—(z — 2,(0))"
LB Dl
4 2Mey
(7.132)
ﬂ(u‘.',-t) =ng
Potir > ,(0) { igg e (7.133)
{i{z,_i} =0
ou Ey est défini par 3
By =...§£n°'_(,, (0) =) == (7.134)
Pour t > tg
¢ _2'-‘0.
n(z,t) = N 3
(a+ (e = to)y[-52"
Bla,1) = o (2 - 2,(0)
: edqg
| (a+(t—to)y/-52)?
Pour 0 < z < 2,(t) { . [ e¥0 |
u(z, 1) = 2,'(t) + M =—={z=a.(t))
a+(t—t9)y/- -Rﬂ
B(x,t) = Do+ (2= 5,(0)° - (2(0)")
] @+ (t—to)y[-5)?
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cf

avee

n(z,1) = ng

Peure's 2.(t) i t*: ‘ 3 .. g (7.136)
B(x,1) =0
24(1) = 2, (0) + (t — 1) _%% (7.137)
ol 2{9@{} 62 9
a= e g mﬂnfﬂ [7Al38)

7.8.2 Interprétation

Le probléme posé est associé a4 une vision Lagrangienne de la propagation
des ions. On peut voir ce probléme a travers deux interprétations.

La premiére consiste a

définir des données initiales telles que a4 17 instant t , on

ait la solution présentée

La seconde cherche a v

oir le probléme a travers le flux de masse ( ¢’ est a dire

le flux n u injecté & la frontiére x,(1))
Pour le premier cas, il suffit de reprendre la démarche Lagrangienne dans laquelle

on définit les caractéris

=

\

On en déduit alors que

[ y=2a—t{u(z,t) -t

tiques. Le probléme revient & trouver X(t;y, 0) telle que
E(y,0) = E(X(t;,0),1)
w(X(t:y,0) = u(y,0) + —tE(y,0)

M

X(t;9,0) = y+tu(y,0) + Qifgﬂ'(y. 0)

Svba aX(t:y,0) (7.139)

OB(y.0) e

= —ﬂ(y, 0}
€0

(-

M

€

E(z,1)) — ?MtzE{x,i] =
2 —tufz, 1) + 12%5’(2, t)

Ely, O)F: E(z,t)
u(y,0) = u(x, 1) — —1E(x,1)

M (7.140)
s BN g

dy

dE(y,0)
ay
n(X(t;y,0) =

£ n(y,0)
0

f
n(y,0)

J
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On peut en déduire un bilan sur les flux,

Théoreme 41 Pour les instants t < g, la matiére est entrante et pourt > tg,
le bilan de flur permet aur fons de rejoindre la cathode

.

Pour t < tg

(nu)(z,(t),t) — (nu)(z(t),1) =nu > nu
- F’;“ 1{’:’:(3,(0) (1)) >0

(1+ QA:!EEHQ‘E?}Q v

! et pour t > tg (7.141)
(nu)(2,(t), t) = (nu)(0,2) =

9 —Ed’u

_ 500 M

z,(t) > 0
= «(t)

M

(a+ (t = to)y | =2

\

7.8.3 Effet de 1’alimentation d’ions a I’ anode

Cette étude a été proposée par P.A.RAVIART en s'inspirant des travaux de
J.GOSSET( [79],[80], [B1]) .
Elle consiste & s’ intéresser au mouvement d’ ions en présence d’ électrons en
considérant que ces derniers sont immobiles.
Le cas étudié est le probléme initial suivant:

n=ng si0<z<l
=0 pourz=1L>0
®=d; pourz=0
_ [ Uslz) si0<z<az,(0) 5 s
ug(z) = { SO 24(0) et L sont des paramétres positifs tels que 2,(0) < L

(7.142)

Démonstration:

La premiére étape consiste & faire en sorte que les données initiales soient com-
patibles avec les conditions limites associées.

Pour cela, J.GOSSET remarque qu ’ il faut pour cela imposer la nullité du
potentiel et du champ électrique au méme point (qui sera appelé par la suite
2,(0)).

L’ étude demande donc de définir un point tel que pour les points inférieurs a
z, la densité des électrons soit nulle et pour les points supérieurs a z, la densité
des électrons soit égale & ng, ¢’ est a dire celle des ions ce qui permet de définir
le champ électrigue.

Nous allons suivre la méthodologie développée par J.GOSSET en 1D.
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Initialement , on peut écrire que

n(z,0) = ng
€
Bleit=0) = =net H (7.143)
é(.‘ﬂ,f = 0) = @u e IEQ = ‘25511‘!32
Cela conduit, & la recherche de x,(0) tel que:
E(2,(0),0) =0 :
{ B(=.(0).0) = 0 (7.144)

La recherche de z,(0) s’écrit done

)

(:(0))? = -2 2%

ce qui conduit & une solution ( unique ) que dans le cas on @ est négatif qui s’
écrit:

2,(0) = —2:;2% (7.145)

11 est a noter que la vitesse en x=0 est toujours négative et qu'en z,(t) elle
prend la valeur opposée positive.

La démarche de J.GOSSET consiste & définir la ligne z,(f) comme la surface
libre ot le champ électrique et le potentiel sont nuls et permet de passer d'un
modéle d’ions déerivant I'évalution a travers les équations suivantes

[ WE = —im:
E(]e

< d:FE=—n (7.146)
gn

! du+udsu= —A—JE

a un modéle tel que
( A(n) + r(nu) =0

e
Su+ufyu= —FE
M (7.147)
n=Ne

d = 1?k'[‘, Log(n,)

"

Dans le premier modéle, il y a couplage entre n , u et E tandis que dans le second
cas , I'égalité des densités des ions et des électrons donne le champ électrique a
travers l'existence d'une pression électronique.

Afin que la surface libre ne crée pas de discontinnité, il doit y avoir continuité
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du flux de I’ équation de quantité de mouvement.

La démarche est analogue & celle présentée précédemment. Elle consiste a définir
un changement de coordonnées de la forme (y = = — a(t),t) tel que la ligne
permettant le raccord des flux soit y = 0.

Dans les coordonnées classiques , on a vu an paragraphe 5.3 que 1’ équation de
quantité de mouvement admet une forme conservative en présence de termes
visquenx ou en leur absence,

Cette équation s'écrit alors:

3
A (nu) + 8z (nu® + 2—;}82 —vug) =0

ce qui se traduit dans le changement de coordonnées par:

Bu(nv) + 8, (n? + = B — ) + o (t) = 0

ol v = u — ¢'(t).La forme conservative s’écrit alors:

d(nv) & d(nv? — (20 /2M)E?) — vuy + eo /e Ea" (t)) b
at dy

Définissons par K la constante suivante:

(7.148)

€2

= Meo

Soient donc de part et d’autre d’ une discontinuité définie en y = 0 des solutions
définies par

K

y+a(t) — 2,(0)(1 + t/Kno)

€
BE_(y,t) = P

(1 Lt /K nu)2
De méme
v- (1) = =X(0)V/ Kno — o'(t) + 2%%‘“* /%%
et
v4(y, 1) = o — o'()

puis

n- (y,t} = _._L

(1+Kngt)?

et

ni(v,t) =no

avec Ny (y,1) = ngly + o(t) — ugt) qui vérifie 3Ny = ny.
A partir de ces données, on définit,

n(y, 1) =n_(y.1) + (np (v, 1) — n_(v,1))Y (v)
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v(y‘f} = [yl t] + [I}_!.(y‘t] i [y!t”Y{y)

1l est évident que

d(n_v_) i On_v_? — (e0/2M)E_?) L

—n_a''(t
at dy ()
pour y négatif . De méme pour y positif ,
d(ngvy) | O(nyvy?®) _ e

ot Ay

On en déduit aisément que la solution obtenue vérifie I'équation de quantité de
mouvement de part et d’autre de la discontinuité et que rien n'apparait si le flux
est continu a l'interface. La démarche est identique & celle adoptée dans le cas
sans champ électrique et consiste a assurer la continuité de ce flux de I'équation
de conservation de quantité de mouvement.

Théoreme 42 Le modéle de surface libre se caractérise par Uévolution d’une
seule population , celle des ions, d'un cété de la discontinuité et de l'autre coté
par un modéle ionique sans pression et non couplé au champ électrique. Cette
discontinuilé se caractérise par l'expression suivante

X (1 4+ t/F7g)?
) = et~ e N e e

De plus , la densité dans ce modéle se charge par un Dirac et on a

(7.149)

0y ) = n_(y, 1)+ (n4 (9, ) =n— (9, 0)Y (8) +16(y) (n—v-—n4v4)(0,1) (7.150)

De plus cette courbe est tangente au second ordre a la courbe z4(t)

7.8.4 Effet de ’alimentation d’ions a I’ anode maintenue
durant tout le processus

Cette étude, suite a la précédente ,a été propesée par P.A.RAVIART.
Elle consiste a s’ intéresser au mouvement d’ ions en présence d’ électrons en
considérant que ces derniers sont immobiles.
Le cas étudié est le probléme initial suivant:

n = ngp
® =0 pourz=+00 (7.151)
¢=d; pourzx=10

Démonstration:
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La premiére étape est identique au cas précédent en supposant que les ions et
les électrons sont présents jusqu’ & la cathode.

Pour cela, J.GOSSET remarque qu’ il faut pour cela imposer la nullité du poten-
tiel et du champ électrique au méme point (qui sera appelé par la suite 2,(0)).
L' étude demande done de définir un point tel que pour les points inférieurs a
z, la densité des électrons soit nulle et pour les points supérieurs a z, la densité
des électrons soit égale & ng, ¢’ est a dire celle des ions ce qui permet de définir
le champ électrique.

La démarche de J.GOSSET consiste a définir la ligne 2,(f) (comme cela a été
conduit an paragraphe précédent ) en tant que surface libre ot le champ élec-
trique et le potentiel sont nuls simultanément , ce qui permet de passer d'un
modéle d’ions décrivant I'évolution a travers les équaftions suivantes

;.

&E = ——nu
Eue
4 atE = 'E_n (7152]
0
é
| Ot + udeu = -M-E

a un modéle tel que
{ 3;(n)+3,(nu]f= 0
u+ udpu = EE

4 L) (7.153)

&=L 1 00tn,)

\ €

Dans le premier modéle | il y a couplage entre n , u et E tandis que dans le second
cas , I’égalité des densités des ions et des électrons donne le champ électrique a
travers |'existence d'une pression électronique.

Ce second modéle peut aussi s'écrire

| 8y (n) + 0z (nu) = 0
2
Ayt + udptt -+ c—a,[ﬂ) ==}

n
J Ez_kT‘

—~0:(n) (7.154)
d= kT Log(n) + A(t)

€

i
oil ¢ est définie par ¢ = %f-

\

Ce dernier modéle est régi par les équations d'un P- systéme qui est classique
pour des membres de la communauté Hyperbolique en Mathématique Appliquée
( [154] ) ou les mécaniciens de la Mécanique des Fluides par exemple. Afin que
la surface libre ne crée pas de discontinuité, il doit y aveir continuité du flux de
" équation de quantité de mouvement et du flux de I'équation de masse.

La démarche est analogue a celle présentée dans le paragraphe 5.3.11 est a noter
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cependant que si la démarche de J.GOSSET est suivie jusqu’an bout , le champ
électrique étant alors nul de part et d’autre de la discontinuité (par continuité)
les denx modéles sont alors équivalents &

{ (n) + Oe(nu) =0

Ae(nu) + Gx(nu?) =0 (7.155)

Dans le référentiel de I'onde ,comme la vitesse est imposée constante et égale

€
i Ly
M 1}

Si il y a discontinuité de la masse volumique |, les flux sont identiques de part
et d'autre de la discontinuité. De plus , comme dans le second domaine on a

kT,
b= —eekLog{nE] + A(t)

par intégration entre z,(t) et 4oc et qu'en +00 , n = ng et le potentiel est nul
( comme en z,(t) par continuité) , on doit avoir de "I'autre c6té" de la surface

hbte. la. denSlté ega.le é. ng.
ﬂ.ﬂ—c‘J - (bﬂ (iA]fﬁﬁ)
M

Soit done,

Le probléme est done de résoudre le P - systéme entre 2,(1) et 400 ol les don-
nées sont en 2,(t) , la densité vaut ng et la vitesse uy positive et en +nco la
densité vant ng et la vitesse nulle.

Dans le cas qui nous préoccupe comme la vitesse est positive , cela va entrainer
un choc entre les états que 'on veut joindre. Si de plus il y a une détente comme
cette derniére se propage & la vitesse u + ¢, cela entraine l'existence d'un état
intermédiaire (ny,u;) tel que uy + ¢ < 0+ ¢ soit done une valeur négative pour
uy et done un choe pour raccorder a la surface libre.

11 est donc plus simple de directement chercher un état raccordé par un choc a
I'état final droit.

Considérons donc par changement de repaire , un état (nq, u = 0) (par exemple
une paroi solide ) sur laquelle arrive un fluide de densité ng a la vitesse —ug .Ce
probléme ( classique ) peut se voir comme un probléme de Riemann dans lequel
I'état gauche est (ng, ug) et I'état droit (ng, —ug). Ces deux états sont raccordeés
par deux choes ( 1'un & vitesse négative —g , I'antre a vitesse positive ¢ ).

En écrivant, les relations de choe ( qui ne sont que deux par symétrie ) , on a:

M = ny(0+ ¢) = no(ug + o)

M2 a (7.157)
—+c2n1 = +cann
m o
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On a alors

4
Nony
soit
o(ug+0o)=¢*
d’on

__m, [,
== AT e

Comme on ne veut, conserver que la valeur positive , cela donne

_ o, [

Al L
T LS Yoy2 4 14 2042 1
1= ng = = np( (2;‘.‘) + +2f:} (7.158)

En changeant de référentiel, c’est a dire en translatant le systéme a la vitesse
g , on obtient comme valeur intermédiaire (ny, ug) raccordé a I'état (ng,0) par
un choe oy = ¢ + ug > ug soit

o =T+ [(5) 4 (7.159)

1l est & noter que le secand choc se propage a la vitesse o2 = —¢ + ug < g
permettant de raccorder 1" état (ng, 2ug) a I'état (ny, up).

En revenant a notre probléme initial, on a pu construire une solution formée de
deux états constants ( pour la densité et la vitesse ) séparés par une discontinuité,
Cela conduit & avoir un potentiel formé par deux états constants séparés par la
méme discontinuité et donc & un champ électrique formé d’une masse de Dirac.
En outre comme le potentiel est nul en X (t) par continuité il est nul de I'autre
coté de la surface libre et tel qu’en 'infini | il vaille @, tel que

_ K.

A7

et aussi

L 2=

Log(:—‘:} <0 (7.160)

1l en résulte que la Difféerence de Potentiel entre 0 et I'infini n’est pas ®q mais
QG = q’m

En résumé soit donc une Différence de Potentiel donnée négative ®;.0n pose
alors

Po= +P.. <0

et on applique le raisonnement précédent.
Ceci peut se résumer dans le théoréme snivant

Théoreme 43 Le modéle de surface libre se caractérise par 'évolution d'une
seule population , celle des 1ons, d'un cété de la discontinuité et de Uautre cité
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par un modéle ionique prenant en compte la présence des électrons et l'équilibre
des charges.

Dans ce cas , soient données initialement le potentiel négatif ®q et la densité
positive de charge ng. La solution du systéme est définie par deur discontinuités
X(t)eY (t)

Seient alors les quantités suivantes :

i

M

Ug

ny = mo(y[(52) +1+ 30)°

AT ng
b, = - Leg(n—l} <0

] @) =@+ Poo <0 (7.161)

[
tg = -FQ‘I‘I >0
”0:“?0_}‘”(1‘22}2_'_“1}“0
{ 2(0) = [—2221 5
€ Ng

avec
X(t) = 2(0) + ugt
(7.162)
Y (f) = 2(0) 4+ vgt > X (1)
La solution s'éerit alors:
il pour 0 < z < X(t)
[
2 .
n(z,g)= 4 (1+1/ Fron0) (7.163)
ny pour X(t) <z < Y(1)
ng pour Y(t) < z
o + Qﬁ[m — 2(0) — ugt) pour 0 < z < X ()
u(z.t) = ug pour X(t) <z <Y(t)  (7.164)

0 pour Y(t) <
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- Na

————————(2— 2(0) — upt) pour 0 < z < X(t)
2¢q ( &2
E(J’,t) = “. +1 M_{nnﬂ]z

—®8(z — y(t)) pour X(t) < z
(7.165)

—%L{z — 2(0) — uot)? pour 0 < z < X(t)
0 &
(1+1ty/——ng)?
(2, 1) = Mo

0 pour X(t) <z < Y(t)

G pour Y(t) <2z
(7.166)

7.9 Etude d’un probléme d’ions en présence d’élec-
trons pour lequel la solution reste réguliére

7.9.1 Rappel des équations prises en compte
Evolution d'une population

On considére une population ionique qui subit les effets de courants Elec-
trique et Magnétique. Un tel plasma est régi par les lois de MAXWELL et dans
une approche Mécanique des Milieux Continus ( si on souhaite dans un premier
temps supposer que 1'écoulement est suffisamment dense pour ne pas étre modé-
lisé par 1'équation de BOLTZMANN ) par la loi fondamentale de la Mécanique.
On définit par
Fle champ électrique.ﬁ le champ magnétique, i le champ de vitesse,

n la densité du fluide, @ la coordonnée spatiale et t la coordonnée temporelle.
Les équations régissant le mouvement forment le systéme (S1) qui s'écrit:

{1./1:2}%?- — 7ol B = —pone® (équation d’ AMPERE)
%T +70l E = 0 ( équation de FARADAY)

(51) 4 div(?) = 0 (équation de la divergence) (7.167)

d!'v(En-E‘) = en (équation de GAUSS)

nw :
—(—]+${n?®?) = (=)(E+72AH)
\ at M

Ce systéme, dans lequel les effets de pressions sont négligés, correspond a
choisir aussi une température des ions nulle et en définissant les constantes par
o la permittivité relative électrique du milien
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po la permittivité relative magnétique du milien et
¢ la vitesse de la lumiére
ces quantités sont reliées par la relation célébre:

optoe” = 1. (7.168)

Rappel:
On rappelle que dans les unités M.K.8.A. les valeurs respectives sont £q = 8.85
10" C/mV, po=12610"°T m /A et ¢ vaut 3 10%m/s .

Ce probléme ainsi exprimé n’'est pas présenté en terme de lois de conserva-
tion. Il est par ailleurs bien connu que les équations de MAXWELL contiennent
la loi de conservation de la masse.En effet, la premiére équation de (1.1) dont on
prend la divergence et la quatriéme équation de (1.1) dont on prend la dérivée
temporelle conduisent & 1'équation

%ﬂ + div(ni) = 0. (7.169)
Pour ce faire, il faut utiliser I'égalité dﬁv{m‘ﬁb) =

Afin d’étudier ce systéme, on se restreindra dans cette étude au cas ol le champ
magnétigue est identiquement nul. Ceci a une conséquence importante: dans le
cas oil champs électrique et magnétique cohahitent, on sait que le systéme des
équations de MAXWELL est invariant par changement de repére relativiste et
non galiléen.

Cela pose le probléme de I'invariance du systéme formé par le couplage des
équations de MAXWELL et de la loi fondamentale de la Mécanique qui peut
done conduire a devoir poser la question de la validité de ces équations et du
remplacement éventuel des lois de la Mécanique classique par la loi de BOLTZ-
MANN.

Lorsque on se limite 4 la prise en compte du champ électrique, il est aisé de
vérifier que le systéme est alors invariant par changement de repére galiléen.
En outre la troisiéme équation de ( S1) conduit si B = 0 a l'existence d'un
potentiel ¢ tel que

B=- (7.170)

Cela donne un systéme simplifié (S2) qui a comme inconnues le potentiel, la
densité ionique, la vitesse des 1ons gui s’exprime ainsi:




. ‘E“—"—ﬂ
oF e

Bt e
(S2) ¢ (7.171)
d:"u(Eui‘?] =¢en
3(3;5’) + PR e R) = %n?

Ce nouveau systéme est plus simple a4 résoudre car contenant un nombre Té-
duit d’ inconnues.

Evolution d'un plasma formé d’ions et d’électrons

On considére désormais un plasma qui subit les effets de courants Electrique
et Magnétique. Un tel plasma est régi aussi par les lois de MAXWELL et par
les lois de la Mécanique des Milieux Continus si I'écoulement est suffisamment
dense pour ne pas étre modélisé par 1'équation de BOLTZMANN,

On définit par 7 le champ électrique, B le champ magnétique , %2 le champ
de vitesse des électrons, u le champ de vitesse des ions, p. la masse volumique
des électrons, p; la masse volumique des ions, n,. la densité des électrons, n; la
densité des ions, ¥ la coordonnée spatiale et t la coordonnée temporelle.
Soient. alors:

m la masse élémentaire de I’électron ,
M la masse élémentaire de I'ion ,
e la charge élémentaire.

Rappel: On rappelle que m vaut 9.11 10~3! kg , M vaut 1.67 1027 kg et e vaut
1.6110-1 C.

11 est évident que 'on a les relations suivantes:

Pe = mn, et p; = Mn; (7.172)
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Les équations régissant le mouvement s'écrivent, done:

1 % —c*ro (?} —‘-{ﬂeﬁt—“iﬁ}
rol(E) =
(3) dw(ﬁ ={. (7.173)

di?}(ED_E') = e(n; — n)
=+ V(neuf ® u + Fal= _[_)ne(? + A ﬁ]

aﬁ)"‘?(nl“l T.I,+P)-(—)n (ﬁ+ﬂgAﬁ)

6{’% “s)

%(n,

\

Dans ce type d’approche, on suppose done qu'il n’y a pas d’interaction méca-
nique.

De plus, il est évident que si pour des raisons de rapport de masse, on suppose
la vitesse moyenne des électrons nulle, ceci représente une solution du probléme
qui vérifie un systéme assez proche du systéme (S1) défini dans le paragraphe
précédent.

Dans ce systéme (83),0n peut donc chercher

- le champ électrique,
~ le champ magnétique,
— la densité des 1ons,

— la vitesse des ions,

en considérant que la densité des électrons est stationnaire et la vitesse des
électrons est nulle.

Si on suppose de plus que le champ magnétique est nul, le systéme (S3) devient
invariant par changement de repére galiléen. En outre la troisiéfme équation de
( S3) conduit si B = T a Iexistence d’un potentiel ¢ tel que

E=-Y¢ (7.174)

Cela conduit & un systéme simplifié qui a comme inconnues le potentiel, la den-
sité des ions, la vitesse des ions qui s’exprime ainsi:
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( 7:?:—%,
B .

=——n¥
a1 &5 il

(S4) 4 (7.175)

div(en?) =e(ni—n) =0

a(put)

£+ V(Mm@ @) = eniE

\

Ce nouvean systéme (S4) est plus simple & résoudre car il contient un nombre
réduit d’inconnues. Ce dernier systéme suppose que les vitesses des électrons
sont d’ un autre de grangeur inférieur dans 1’ équation de la dynamique des
électrons aux termes de forces venant de la pression et du champ électrique.
Inversement dans I’ équation d” évolution des ions, la pression ionique est négli-
gée ainsi que le champ électrique associé a 1’ équation de GAUSS et conduit &
1" équilibre des charges.

En supposant ( par exemple) les électrons en équilibre isotherme ( on aurait pu
&tre choisi un équilibre isentropique), avec une loi du type par exemple

P =k T (7.176)

cela conduirait au méme type de traitement, le systéme se raméne au systéme
( S5) qui §” écrit

f ?: —vtﬁ
ai* e
T
(CIR . (7.177)
9%1‘11 + P (M@ @) = eni B
kT, ne, kT, n;
| E=mer Los(n—u)— = Eog(n—u)

oll ng est une constante assurant la nullité du Potentiel.
Dans le cas monodimensionnel, en posant maintenant n; = n, u; = u, on obtient
le systéme suivant:
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i a—E———'-nu
ot = £p
kT n
! ool (7.178)
d(nu)  O(nu®) _ e
it s

3

Ce cas conduit an systéme conservatif suivant ( S5')

[ ? = —V@
A —L
e
(55) ¢ on ey (7.179)
at dr
Onu) 8 a5 RE o
o= Lt

Ce systéme n'est rien d’autre que le P-systéme associé a4 une vitesse du son
défini par

A kT,

M

(7.180)

Probléme liés a la Physique de I'extraction

Cette partie est dévolue & a modélisation du procédé SILVA développé au
CEA et dont F.DONEDDU a dégagé une synthése intéressante au niveau de la
modélisation dans [41] que nous ne faisons que reprendre.

On s’intéresse aux mouvements lents des ions et non aux mouvements rapides
des électrons.. Une interprétation physique peut étre celle ci:

Dans un tel mouvement, les électrons subissent de petites perturbations a haute
fréquence, c’est a dire pour w > wy, ou proche de

2
et n
Woe = Y ——
S Epm

petites perturbations qui se propagent ou sont, amorties sur des distances grandes

devant la longueur de DEBYE
s o Enﬁbn
V e'n
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Ces petites perturbations observées sur des temps grands devant la fréquence
wpe soit grands devant wy.~' conduisent & des moyennes nulles.

Durant ce méme intervalle de temps, les électrons subissent de petites perturba-
tions de basse fréquence et le mouvement des ions perturbe celui des électrons
par suite du couplage électrique entre les charges . Ce mouvement lent du point
de vue des électrons constitue une perturbation i basse fréquence. Aussi ces
perturbations sont amorties sur une distance de 1'ordre de Ap.

Les électrons apparaisent ne se déplacer que lentement en réponse aux forces
électriques induites par le mouvement lent des ions. Cela revient done & négliger
leur inertie et donec dans I’équation du mouvement des électrons en 'absence de
champ magnétique, I’équation devient stationnaire et s'écrit

ar,

dz
ol P. désigne la pression électronique, n. leur densité et E le champ électrique.
On a done perdu toute information sur la dynamique électronique sur les temps
brefs ainsi que sur 'échelle spatiale comparable 4 Ap. Cette situation se pré-
sente, dans l'extraction de SILVA, lorsque le photoplasma est créé dans une zone
ol régne un fort champ électrique dont 1" effet est d’expulser trés rapidement
du plasma une proportion importante des électrons.
Lorsque en outre, on suppose que les électrons sont isothermes, et comme le
champ électrique dérive d’un potentiel, si on note n,, la densité électronique en
un point ou le potentiel est Vg, on obtient simplement a partir de I'équation de
quantité de mouvement des électrons, une équation devenue stationnaire

= —n.eE (7.181)

ne = ne ezple(V — 15)keTe) (7.182)

Ce modeéle suppose donc les électrons isothermes et sans inertie. Cela conduit
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done en 1D au systéme d’équation suivant:

i Ong | Onju; 0
ot oz
Ing Muy dan; Mu;e + P =

ot * or =mel

a P; a P;
am—) 4+ —(niw;—) =0

(g6)d B wv Oe i (7.183)
3{2[:9] =¢(n; — ne)
dn. 0@

o é;[neue] =i
L n, = ngexple(V — Vo )k T3)

Ce systéme admet comme inconnues

n; la densité ionique

u; la vitesse ionique

E le champ électrique

n, la densité électirique

1, la vitesse électronique

avec comme données P; la pression ionique , par exemple nulle, 7. la tempéra-
ture électronique et 1 une donnée sur le potentiel ( lui méme relié au champ
électrique par F = —dV/dz )

Ce sera ce systéme qui sera par la suite étudié o

7.9.2 Construction de solutions de type CHILD-LONGMUIR

Considérons une seule population formée d’ ions régie en monodimensionnel
par le systéme ( S2 ).
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On a donc comme systéme le systéme défini par

i o8 ety
il nu
3(ng) -
o "
(SAV) 4 ﬁ =—K
dz
3(?’“‘) 6 a2 Eon v
A e e T
L ou encore dans les zones réguhéres-a—! + = HE

(7.184)

Pour cela, on se sait qu’ une solution stationnaire de ce probléme peut étre
définie par des solutions de type CHILD-LANGMUIR en stationnaire sous la

forme
& = ka'/?
Aussi, considérons un changement de variable de la forme
y=z—alt)
1 =1
Dans ce nouveau référentiel, le systéme (SAV) s écrit
' AR
ar =
(e E) _
dy
(SAV') 4
&
dy
dv  dv e "
L ’a“l";+‘l."'§§— '—A?E—G' (T‘)

ollu=nv—a(t)

(7.185)

(7.186)

Dans ce cadre, on peut chercher des solutions en s’inspirant des solutions sta-

tionnaires en posant par exemple

E=Z(C(t)+ 2"
(1]
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On en déduit par les deux premiéres équations de (SAV')

5 %y-z;a
. (7.187)
= _(‘-‘(f] 3 “,"3

Cela conduit pour I'équation de quantité de mouvement a I'équation suivante
S (C(t) + M) — 0" (1)
JME(]

Par identification des puissances en y, on en déduit que

C”(i) =

_E W /3 1 2_6_ 1/3 _

(‘2
Meg (7.188)

6
" 2 —
()55 =
< o) = ()
Me, o T
C(i} = agt + bg

_sM

2
RS VA
ag® ou encore A = {3'——0 Y (7.189)

a(t
= ME
Ce systéme conduit donc 4 la proposnmn suivante

Proposition 67 Le systéme accepte des solutions de type CHILD-LANGMUIR
qui dépendent de | paramétres ag, by, co, dy quelconques

-i—fg + (‘nf —+ d(})

, P 1
M) = S e

3

u(z,t) = —ao(z - o(1))*/* + k‘;—m{%:ﬂ + bt + co)

) E(z.t) = Ei{agt +bo + Mz — a(1))/3) (7.190)
(]

= 'n-nﬂ‘-ﬂg 1/3
A= (32

a(t) = {-— Tf + cof + do)




Ce résultat aurait pu étre directement obtenu & travers 1' équation de BOLTZ-
MAN couplée aux équations de MAXWELL.

¢ B_E o a
o~ eo
NeoE) _
5z ="
L
(SAVp) 4 oz (7.191)

ap", “aF “evap
f‘a—t‘f'l‘t?-a-';——ﬂg-a—g—g

avec n = ff:: fdv

| et nl = ff: Sfudv
Aussi, considérons un changement de variable de la forme
y=z—o(t)

w=uv—a'(t) (7.192)

fr=if
Pour cela, il suffit de considérer le systéme suivant
' dE e

(SAV) 1 dy E (7.193)
af 9f

2.
o oy~ \u

E+ o-"-"(-r).)g‘{- =0
avec n = [** fdw

! et nV = ff:: fwdw
onV=U- o"[r). Désormis on notera 7 par t. On peut poser

F=E+ 31:-0.”:(:)
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Le systéme s’ écrit alors

( OF e M,
a(EuF) b
ay = en
(SAVY") 4 af f e 8f (7.194)

“3?+m_6_3;_ﬁ m_

avec n = fj:: fdw

. +oc
L etnV = f*m fwdw
On en déduit I’ existence d’ une solution stationnaire sur le couple ( f, F ) sila
premiére équation est identiquement nulle. Or nV étant une intégrale en vitesse
de wf, ne dépend alors que de 1’ espace . Pour que I’ égalité

iy ﬁ'fEn

gpli=
o2

‘rlu(t}

soit satisfaite, il faut et il suffit que chaque quantité soit constante c’est a dire
que o soit une fonction du troisiéme degré en temps et que nV soit constant
c’est 4 dire conduise & une solution de type CHILD-LONGMUIR comme trouvé
en utilisant les équations de la Mécanique.

Théoreme 44 On peut des solutions instationnaires de type CHILD LONG-
MUIR dont les caractéristiques sont données par le systéme ( 7.190).

Ce systéme dépend | parmétres quelcongues et la solution correspond a une
solution "presque” stationnaire dans un référenticl a dérwée de I’ accéléralion
constante.

7.9.3 Etude de probléme d’ions en présence d’électrons
Présentation du probléme

Cette étude a été inspirée par P.A_ RAVIART a partir des travaux menés par
J.GOSSET( [79],[80], [81]) .
Elle consiste & s’ intéresser au mouvement <’ ions en présence d’ électrons en
considérant que ces derniers sont immobiles, avec ug la vitesse initiale des ions,
ng la densité initiale des ions égale a celle des électrons supposés immobiles et
® le potentiel initial défini & 1’anode et la cathode.
Le cas étudié consiste a définir le probléme initial snivant :




ug=0 si0<z<lL
=0 pourz=1L>0

b=&; pourz=0
ng Sif(fll:(L
”""’)z{ 0. si0<e<l

(7.195)
Remarque: L peut étre égal a +co

Calcul du champ électrique et du potentiel initiaux afin de définir la
position de la Surface Libre initiale

Afin de s'assurer de la compatibilité des données initiales, il faut done que
la contrainte de 'équation de GAUSS ( cf. équation 4 du systéme (S1) ) soit
satisfaire initialement.

La premiére étape consiste a faire en sorte que les données initiales soient com-
patibles avec les conditions limites associées.

Pour cela, J.GOSSET remarque qu’ il faut imposer la nullité du potentiel et du
champ électrique an méme point (qui sera appelé par la suite 2,(0) ) tel que
l<2,(0)< L.

L’ étude demande donc de définir un point tel que pour les points inférieurs a
x4 la densité des électrons soit nulle et pour les points supérieurs a z, la densité
des électrons soit égale a ng , ¢’ est a dire celle des ions ce qui permet alors de
définir le champ électrique.

Nous allons suivre la méthodologie développée par J.GOSSET en 1D.
Initialement | on peut écrire que

€
e E(z,t =0) = —
Betile £ = 0)i= - ols) (7.196)
9, ®(z,t =0) = —FE(z,t =0)
Clela conduit 4
Bz0) =X+ = [ na(s)dy
€ Jo
(7.197)
T y
&(z,0) = B9 — Moz — if dy(f no(z)dz)
€0 Jo 0
ol encore z
E(@.0)= o+ = [ nolu)dy
R (7.198)

B(z,0) = Py — Aoz — :;nfu (z — y)ng(y)dy
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La recherche de z,(0) s'écrit donc

®(2,(0),0) =0 i
{ E(z,(0),0) =0 (7.199)

ce qui conduit &

x. (0]

B0 = Aoz, (0) + = ] (24(0) — =)o (2)dz
e salbi, o (7.200)
0= X+ —] no(y)dy

€n o

501t encore
P x,(0)
dg + —-f ng(z)dz =10
n o

Dans le premier cas, si on recherche z,(0) > I , on doit avoir

t x.(0)
Dy + if zng(z)dz + if ng(2)dz =0
¢ Jo o Ji

d' on &
2_j3_qXofo
(z,(0))? =1 - 225

ce qui conduit 4 une solution ( unique ) que dans le cas ol ®¢ est négatif qui s’
écrit:
¢n €
: =1 —2——>1 2
z4(0) 1 an Piite (7.201)
Par contre | si on cherche 2,(0) <1, la seule solution est obtenue pour &g =0
(et 1=0). Le seul cas donc possible est. le premier pour lequel Ay est obtenu avec

(D)
By= Jg 2t ng(z)dz = —(innl:::,{ﬂ} 1) <0 (7.202)
(] 0

€0

Pour la solution définie par (7.201) , on obtient done:

n(z,0)=0
é
Pour 0 < # < 14 E(£:0) = o= —no(2,(0) —1) (7.203)
&(x,0) = by + fino(r. (0) = 1)z
a
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et pour I < z < 2,(0) {

B + 2%"9{(2- (0))* = 1?)

.

{ n(z,0) = ng
Pour z,(0) < z¢ FE(z,0)=0
P(2,0)=0

Remarque 1: Il est facile de remarquer que ®(1,0) < 0.
Remarque 2: Si ﬁ% & 1, il est aisé d’observer que:

ng
q’g €n
+(0) 1l — ——
z,(0) ng el
et ®
A_uﬂ Tﬂ.

n(z,0) = ng

E(z,0) = %nu(z —z,(0)) = Ao+ éj!z nodz
®(z,0) = —%nu(x —2,(0))? =

®(1,0) - %nu((r —2,(0))" — (1 — 2.(0))%) =

€ng
= E(Z - 34{0))2
(7.204)
(7.205)
(7.206)

Définition du syséme A résoudre dans (SAM) et (SAV)

En fonction des données initiales fixées par (7.195) (ou ( 7.203), (7.204),
(7.205)), le systéme & résoudre correspond au systéme S2 (en monodimension-

nel appelé (SAV)) ( comme systéme aval ).

Soient donc n la densité des ions, u la vitesse des ions, ® le potentiel, E le
champ électrique tels que les données initiales soient celles de (7.203), (7.204 ),
(7.205), ce systéme est. régi en notant par n. la densité des électrons (comme

dans (7.195)) par les équations suivantes
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ar = —EE?'NI
(SAV) 4 B_%ZQ — (7.207)
d(nu) 0 2 €0 pay _
\ ~ 5 + -é;(nu 2ME =

dans le domaine ( a définir tel que z < z,(f)) ol les ions sont sans interaction
avec les électrons, ces derniers étant considérés comme non présents.

Par la suite, nous allons développer la méthodologie Lagrangienne dans le cas
monofluide en utilisant 1 idée développée par F.DONEDDU et J.GOSSET (cf
[79]) selon laquelle le cas bifluide se raméne au cas monofluide a travers une
surface libre oil le potentiel et le champ électrique s’ annulent. Jusqu’ a présent,
les équations supposent que dans le modéle (SAV) les électrons ne sonr pas pré-
sents.

L’idée essentielle consiste A rechercher un domaine borné par un point (dépen-
dant du temps ) 2,(f). En aval de ce domaine ( dans le choix d'orientation des
abscisses fait par J.GOSSET c'est a dire pour x < z,(t) ), il s’agit de résoudre
les équations d’ évolution d’une seule population ( celle des ions ) qui obéissent
aux deux premiéres lois de Maxwell (équations de Gauss et d' Ampére) et a
I’ équation de guantité de mouvement sans traiter explicitement. les électrons.
Dans I'autre domaine, les équations sont données ( donc pour z > z,(t) ) par
le systéme ( S5) pour lequel il y a égalité de la densité des ions et des électrons
appellé (SAM) ( comme systéme amont).

3 (n) + dr(nu) =0

¢
(pANg)] Pt udst= gk (7-208)

& = kT,

i)
Log(—
og( nn)

Ce dernier systéme correspond a un traitement des électrons qui sont, définis a
travers une équation stationnaire de quantité de mouvement telle que les charges
ioniques ef, électroniques s’ équilibrent.

Les données initiales sont telles que |, pour z,(0) <z < L

n(z,0) = n.(x,0) = ng (7-209)
1l est a noter que, dans ce cadre, la solution proposée en ( 7.205) est une solu-

tion stationnaire du probléme défini par (SAM) telle que champ électrique et
potentiel soient continus,
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Remarque:
Dans toute la suite on posera, afin de ne pas alourdir les calculs

EZ

o e

(7.210)

7.9.4 Calcul d’une solution réguliére dans la partie Aval
Etude du probléme (SAV) par changement Lagrangien
Le systéme (SAV) défini en (7.207) s’écrit par changement Lagrangien
f 0E _
g "
O e
8r M

Q(%%?,) = eJn (7.211)

0

E

ox _
ar

d(nJ)
\ ar

=)

oil on a posé
dzr = Jdy + udr et dt = dr

Par la suite pour simplifier les notations, on gardera t pour le temps, que 1'on
soit dans le référentiel Lagrangien on Eulérien.

Tout calcul fait , en utilisant les conditions initiales ( 7.195) et les mémes nota-
tions que dans le cas monofluide, on obtient pour 0 < y < I:

B(X_(t;4,0),t)=Ey =X <0

e
u(X_(t;,0),1) = EIEG <0 (7.212)

€

o Tl -
X-(9,0)=y+ 55

Euig <y

En particulier , en # = [ , on obtient :

2
e €
(t1,0) =1+ 2 Eot? =1 — —= ng(2,(0) — )i°
X=(t:1,0) =1+ 572 Eo sz (0) = Dt
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e

w(X_(t;1,0),t) = -

np(z:(0) =)t <0

.an
Définissons done 1y tel que:
X_(to;1,0) =0
€ 2M 12 1/2
=y —m——— e f———
Pt eng 2,(0) =1 ( € ‘50]

On obtient donc comme solution pour ¢ < g et 2 < X_(1;1,0)

E(z,1) = —Eino(z_,([)] —-1)<0
0
ulz, 1) = —A;—inn{:r:.((]} Dt <0
Ry n{z, ) =0
® = B+ 2 (2,(0) ~ )z
0

On en déduit que:

2
B(X_(t;1,0),1) = Bo + %(x,{ﬂ} e QJ;l"Tmno(z,(oy — %)

De méme, on peut poursuivre 1" étude pour y € [/, 2,(0)]
On obtient aisément, par |’ étude Lagrangienne, que:

B(X4(,0).0) = Zno(y — #.(0))
(X4 (t9,0),t) = 2a(y — 2,(0))t <0
Xy (63,0) = v+ gyr—noly — 2,(0)¢* <
_ 0X4(69,0) _
= 2wl
et n(Xy4(t;9.0),1) =

d on J l+at*>0
g

1+ at?
Dans cette approche, il est facile de noter que
X_(:1,0) = X4(t:1,0)

et que

2
€

w(X4(1;1,0),1) = Ve

no(l = 2, (0))f = u(X_(t;1,0),1) < 0
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(7.216)




Il y a donc continuité des caractéristiques et du champ de vitesse.
On en déduit donc pour le champ électrique que:

e az,(0)1?
E(z,1) = an.,(”j_&g?‘_ ~ 2,(0))
Bla,t) = Zne 52D (r217)

Par la méme approche et en écrivant la continuité du potentiel en X4 (#;1,0),
on obtient:

B(x,t) = B(X4(t:1,0),8) — %ﬂuﬁ((” — 2,(0))* = (X4(t;1,0) — 2,(0))?)
B(z,t) = _%%@: — 2,(0))%—
ng? 1 - 3at?
MeE .(0))3t’w~ (7.218)

On remarque que
2,(0) = X4(t; 2,(0),0)
ce qui correspond & une caractéristique stationnaire.

Proposition 68 Par changement Lagrangien, la solution de (SAV) pour une
vitesse initiale nulle des 1ons donne

Pourt <tget0<z< Xi(t;1,0)

an=—§mu4m—n<o

u(z,t) = —2a(z,(0) = )t < 0
n(z, 1) =0
® = &g+ 29z, (0) - 1)z

€0

(7.219)

De plus pour t < tg et Xy(t;1,0) < & < z,(0)

( e x—uwz,(0)
t)= —ng———=
Eet) cu“ﬂ 14 at?

z—2,(0)

=20t
ety 52 1+at?

Ng

1+of? (7:230)

1 oz, )=

-

‘b{:r.',t}: 2{ 1+0

(e - 2.0

enna at?

1+ at?

(f— z,(0))*t*

194




En particulier , on obtient que ®(2,(0),1) < 0 et E(z,(0),1) =0

Si nous reprenons le cas stationnaire, la solution obtenue est la densité égale
a ng, le champ électrique et la vitesse nuls et le potentiel égal a ®¢. On pourrait
souhaiter que la solution en amont de la surface libre c’est a dire solution du
systéme (SAM) soit une solution décrite par un autre systéme d’ équations tel
que la continuité des équations de masse et de gquantité de mouvement soit

assurée e

Malheureusement, ce ne peur étre la solution car, si le champ électrique est
continu entre 0 et L, le potentiel est discontinu, ce qui ne peut correspondre a

une condition physique. o

Pour 1 >tq , définissons h(t) tel que
X4(th(1),0)=0

h(t) + nn(h(t} —z (0NtP =0
soit, ot
WD) = 2,00

On en déduit pour y € [h(t), z,(0)]
'

B(X4(t;,0),1) = %ﬂn(y —2,(0))

2

w(X4(t:9,0),8) = ——no(y — 2,(0))t < 0

Meqy
{ X4 (t;h(t),0)=0
Xy (t;9,0) =y +a(y—2,(0))f* <yd on
B(0,0) = gna(fm—x,wnz 20 ;e
| u(0.0) = —202,(0)t ;0 f et n(X4(t;9,0).8) = ];“r’m

1l faut imposer en 0 , ®(0,f) = &y , d " on comme
E(z,t) = (0( i‘-‘am]]w

alors
o

- e
Bz, 1) = Bo— ——2 _
(it} = o= g T o

(@ = 2(0))* = (:(0))*)
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soit, :

®(z,t) = &y — 2{ 1+ (e = 22.(0) (7.222)

Si nous reprenons le cas stationnaire, la solution obtenue pour le systéme (SAM)
est la densité initiale ng, le champ électrique , le potentiel et la vitesse nuls et
cette solution est un candidat possible pour la solution instationnaire de (SAM).
Malheureusement,, ce ne peur étre la solution car, si le champ électrique est
continu entre 0 et L, le potentiel est discontinu, ce qui ne peut correspondre
A une condition physique. Aussi, cette approche ne permet pas d’ obtenir la
solution globale du probléme o

Proposition 69 Par changement Lagrangien, la solution de (SAV) pour une
vilesse initiale nulle des 1ons donne pour t > i

r

E(z,t) = c_l-}-art’(z z,(0)) <0
o2

u(z,t) = e 1+at“ ——(z—=z,(0))t <0

.. A
) n(e,t) = s (7.223)

no
®=d, - 51 20 e —22,(0))
A 2, € Mg at?
s 2£gl+at2(x 2:(0)) +2cul+atzl +1+at9¢“

En particulier, on obtient que ®(z,(0),t) < 0 et E(x,(0),1) =0
Remarque: Dans le cas ot | =0, on a la proposition suivante :

Proposition T0 Par changement Lagrangien, la solution de (SAV) pour une
vitesse initwale nulle des ions donne pour tout temps,
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3 q e?
Sott o0 = ———
ol o vaf(nﬂn
E(z) = =20 (2 —2,(0) <0
A = e e
u(z,t) = ¢ _n (z — 2 (0))t < 0
T Meg 1l +at? - '
— A
nie,8) = 1 + at?
st L IR AR
d =P, 7 1+ﬂ:‘f2:(r 22,(0))
__ M enr, of
i 2&11-{-013(2 2,(0)) -i-1~|—c1rt'-";b0

En particulier | on obtient que ®(z,(0),t) < 0 et F(z,(0),4) =0

Création d’une solution de type CHILD-LANGMUIR

(7.224)

Soit, le systéme initial dans la zone (SAV) pour laquelle une partie de la
solution est la solution Lagrangienne qui prend en compte les données initiales.
On cherche une solution telle que les conditions de raccord soint réguliéres. On

a vu que ce systéme condnit done 4 1" existence de solutions suivantes

Proposition T1 Le systéme accepte des solutions de type CHILD-LANGMUIR

qui dépendent de 4 parameétres ag, bo, co, dn quelcongues
7 A 1
)= ——m————
S TP e
el = =2 h= L _‘i{fﬂf‘-’ + bot + ¢q)
A Meo™ 2

E(z,1) = :—'O{ant +bo + Az — a(1))/?)

2
A = (3200 /3
o

R by -
L olt) = ﬁ;sn (%‘ir‘ + 1 +cot + do)
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Conditions de raccord régulier dans le domaine (SAV)

La question du raccordement entre les 2 solutions demande de connaitre les

relations de saut entre les deux propositions de solutions du systéme (SAV)
Rappelons que ce dernier s’écrit

; 0B _ _ e
b3 in £g
el

A
(SAV) 4 0z
B(ﬂu] 6 a9 (=) Ty
ou encore dans les zones réguliéres
Ju du e
~ T ey
Cela conduit aux formes conservatives suivantes
r on L9 o
g e
dnw) , 8, o €0 3
| S e 7

(7.226)

ou encore dans les zones réguliéres

T )
~ iy = i

Bien siir, E est, au signe prés, la dérivée de ® et admet lui méme comme
dérivée, a un coefficient prés n. Si on cherche donc un raccordement régulier
entre les 2 solutions précédentes, il est done nécessaire d’ avoir le potentiel et le
champ électrique continues mais pas nécessairement n.
Si on &’ intéresse aux relations conservatives, dans le référentiel local le long du
raccordement, soit v la vitesse, on doit avoir alors [nv] = 0 et & cause de la
continuité du champ électrique, on deit avoir aussi [nv?] = 0. En complément,

a4 cause de la continuité du potentiel, on doit aussi avoir [—] = 0. Le seul cas

possible est donc, si le vide est exclus est [v] = 0 ce qui conduit & la continuité
de la vitesse. De plus, si z ( t ) est la ligne de raccordement on doit avoir le

long de cette ligne, —&%(i) = u(z(t),t), ce qui revient a dire que z esi. une ligne

198




caractéristique.

Remarque: Afin de ne pas alourdir les calculs, nous supposerons gue nous
sommes dans le cas | = 0.

Construction de solution réguliére pour le cas 1 — 0

A partir des solutions de type Lagrangienne, si on impose le long d’une ligne
que
2a =
s (Y (1)~ . (0))t

on en déduit par simple intégration différentielle que

dY
TO=u ). =

Y (1) — 2.(0) = u(1 + at?)

Pour cette ligne y ( t ), on obtient comme solution les quantités continue sur la
vitesse, le champ éléctrique, le potentiel et on pose n_ la valeur de la densité
issue de la solution Lagrangienne sur la ligne Y ( t ).

3

E(Y (t),1) = —unq

€0

u(Y(1),t) = 2aput

x e SNE
< n-(Y(tht)= o5 (7.227)
S e B &0 A i
B(Y(t),1) = @0 2014+ mz((‘r #:(0))° = (2. (0)°)
B at? € 2y 2
L T l+a!2q’n_%no“+at ),u

Les solutions sur la vitesse et le champ éléctrique sont négatives si et seulement
sl
p<0 (7.228)

A partir des solutions de type CHILD-LANGMUIR, si on impose le long d'une
ligne que

dy

di
on en déduit par intégration différentielle que

(0) = u(Y (£),8) = ~Faa(¥ (1) = 0(0)*1* + o' (1

dpcx

Y(t) —olt) = —z—(t—8)°

oD
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A partir des relations sur la définition sur la ligne de discontinuité, on en déduit
par soustraction que

7(t) = 2,(0) + u(1 + ot’) + 32 (1 - )° (7.229)

Un simple calcul montre aisément que par définition de la ligne o(t) par (7.229)
la continnité de la vitesse et celle du champ électrique soni assurées. Par contre,
la densité est discontinue, vaut d’un c6té de la discontinnité n_(Y (1),1) et de
Pautre ny (Y (), t)avec

nAY(),1) = s
(7.230)
n(Y(0,0) = 2oy
On peut noter 1" équation de la ligne Y (t) avec
Y(t) = 2,(0) + p(1 + at?) (7.231)

Pour définir le potentiel a4 partir d' une solution de type CHILD-LONGMUIR
raccordée a une solution Lagrangienne, ce dernier doit étre continu.
Or le long de la discontinuité, le potentiel peut s’exprimer sous la forme

at? €

$vitl=y e e %0

nop*(1 + at®)
Par définition de la solution de type CHILD-LONGMUIR, le potentiel 8’ écrit
3
@ = ~[(ast + bo)(z ~ o(t)) + A= ~ ()" + D(1)]

Proposition 72 Le long d’ une ligne de discontinuité appelée Y entre une so-
lution Lagrangienne et une solution de type CHILD-LONGMUIR, il est possible
de conserver la continuité de la vitesse, du champ électrique et du potentiel. Fn
revanche, la densité est discontinue de part et d'autre de la ligne Y (1).

Le long de cete ligne, afin d’ assuer la continuité du potentiel, les valeurs sont
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les suivantes

€
E(Y(t),8) = —pno

w(Y (1), 1) = 2aput

nyg
¥t = =
< n-(X =T am (7.232)

nyv (.=

O

2 é

f2 2
anl’ln{] +a )"‘

$y —

{ S(¥V(t).t) =dp(t) = 17—

En effet, on déduit de la continuité du potentiel la valeur de D ( t ) par

2
) = e 20 iyt — BB 4 S i~ )
By (1) =~ S (=R (Ot - B + f=alt = A)' + D()
ol encore )
L PR T 3:
By(t) = S Ut - P+ oo - = D) (71:239)
Par la suite, on posera f ( t ) la fonction
at?
Fli= ey (7.234)

Construction des solutions de type CHIRD-LONGMUIR.

Une fois le raccord effectué, la solution appelée par la suite ( C.L.) peut se
formuler en terme de caractéristiques.
A partir des solutions de type CHILD-LANGMUIR exprimées précédement, les
caractéristiques dans cete zone sont données par

%2 1) = u(a(0), ) = ~2ao =0 )* + /(1)

on en déduit par intégration différentielle que
apex
3ng

A partir des relations sur la définition sur la ligne o(f), on en déduit que

H(t) —ot) = ——(t—9)°

2(t) = 2,(0) + p(1 + o) + 2= {(t = 9)° = (1= 9)°]
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Désormais, une fois o (1) défini, on peut paramétrer les caractéristiques par v et
définir les lignes caractéristiques par

2(t) = 2,(0) + (1 + at?) + [{i - B)% = (t =) (7.235)
11 est aisé d’ observer que les caractéristiques sont des paraboles issues du point
aga
5(0) = 2,(0) +p+ 7—(" - )
No

Un simple caleul montre que pour 2 caractéristiques quelconques

1'+J

z-:(‘»']—za(ﬂv "! 5)[ S e e (7.236)

ce qui signifie que les caractéristiques issues de points différents ne se coupent,
Jamais et gardent leur ordre initial dans 1'espace, c'est a dire que si

2,(0) < 25(0) alors ¥t > 0 24(t) < z5(t) (7.237)

Par la paramétrisation choisie, on peut calculer les inconnues sur la caractéris-
tique en fonction de v

Proposition 73 La solution de type CHID-LONGMIUIR s’ exprime le long
des caractéristiques par
[ 1
n(zy(t),1) = Q (1—7—)5
aa aa
u(zy(t),1) = 0'(t) = —2(t =) = 2ot + —[(t = B)° = (t = 7)?]
ng ng
e
E(z(t),t) = a{"lﬁﬂ + ag(y - B)]

(zy(0),) = ~ ==t =)+ “;"‘(: 7)(48 - 3y — 1) + D(O)] =

@p(t) + :ﬂ%w - - (- Y1+

At -~ (t-5)

N = (t-5)")
(7.238)
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ol @y (t) est défini par ( 7.233).
Initialement les quantités sont telles que

'8

®(24(0),0) =

.UQ + f(0)®q i

€ agn

(—u(ﬁ“1

n(z(0),0) = 22 =
u(z(0),0) = S2(8° ~ 9?)
1]
B(2(0),0) = =[nop + ao(y — 3]
1211 34)]
(7.239)

7.9.5 Solution continue dans la zone Amont

Dans la suite,]” hypothése 1 = () sera conservée et levée que dans la derniére

partie.

Solution continue & travers la Surface Libre entre les parties (SAV)

et (SAM)

Dans le premier modéle, il y a couplage entre n, u et E tandis que dans
le second cas, ’égalité des densités des ions et des électrons donne le champ

électrique a travers 'existence d’une pression électronique.

Ce second modéle peut aussi s’écrire

,

.

di(n) + dx(nu) =0
x
Ayt + udzu + ?1-5‘:(31} =0

Ei=

kT,
" en 9e(n)
P = anll.og{fz] + At)

kT,
M

o1 ¢ est. définie par ¢ =

(7.240)

Ce dernier modéle est, régi par les équations d'un systéme( issu de la Mécanique
des Fluides isentropique) qui est elassique pour des membres de la communanuté
Hyperbolique en Mathématique Appliquée ( [154]) ou les mécaniciens de la
Mécanique des Fluides par exemple, appelé systéme isentropique. Afin que la
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surface libre ne crée pas de discontinuité, il doit y avoir continuité du flux de I’
équation de quantité de mouvement et du flux de 1'équation de masse.
De plus, dans le domaine (SAM), on a

kT,
® = —Log(ne) + (1)
avec comme condition a l'infini, la densité égale 4 ng et le potentiel nul.

Aussi dans (SAM), la relation suivante doit étre vérifiée

kTe. n
&= - Log(~n—e] (7.241)

Un des postulat de la démarche consiste & imposer qu’ & partir de la Surface
libre, le systéme dévelope dans la partie (SAM) une onde A la vitesse u + ¢ , ce
qui condnit & I'existence d’un invariant de Riemann de la forme

u— cLogn

ce qui donne la relation dans I'onde de détente
u— cLog(l) =0 (7.242)
ng

Par contre, dans cette démarche, il n'est pas imposé a 'onde détente de respecter
une solution antesimilaire de la forme x/1 .

On notera par la suite, par l'indice S les quantités au raccord de la Surface Libre
dans la partie (SAM). Les quantités vérifient done le systéme

€
kT,

usg = ¢ L
(7.243)

Us = CLOQ(Z_z)

Le probléme désormais est de savoir quelle quantité doit éire vérifiée de part
et d’autre de la Surface Libre. 1l est important d’observer que les équations
suivantes sont vérifiées de part et d' autre de la Surface Libre

f dy(n) + Oz (nu) =0
e
Gyu + udpu — T'IEE =)
4 (7.244)

u2 €
ou encore Gyu + 6,(7 + ﬂ(ﬂ =0

\ 0:®=—-F
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En outre, I'équation de quantité de mouvement sur le débit est conservative
mais pour des flux différents de part et d’autre de la Surface Libre.
En raisonnant comme dans le raccordement entre la solution Lagrangienne et la
solution de type CHILD-LANGMUIR, on note que le-potentiel doit étre continu
2
iy . : v e
ainsi que la vitesse, ce qui donne donc [-2— + —®] =0et [nv] =0.

M
De la méme maniére, si la vitesse est continue et égale & la dérivée temporelle

de la ligne définissant la Surface Libre, la densité peut étre discontinue & priori
et ns sera donc défini par u
ng = nncxp[~c—5] (7.245)

La condition de raccordement est donc

ug(t) = r‘kT —Dg(t)

(7.246)

% = ug(Z(1)1)

Ce raisonnement a été conduit dans le paragraphe précédent et conduit ici a
définir une ligne S (t ) paramétrée par 7 (t ) telle que

Z(t) —o(t) = —%(i -1

on T est une valeur pour l'instant arbitraire & partir du raisonnement conduit
dans le chapitre 7.9.5.

Par le méme type de calcul que précédemment, on obtient la vitesse ug(t) qui
vaut dans ce cas

1s(Z(1),1) = us = o'(t) - f;:fnﬂ{: -y (7.247)

On peut assurer que la solution est une solution relevant d’ un Invariant de
RIEMANN si et senlement si

kT,
d’s(t) = ?115(1)

o1 ®5(f) est la valeur du potentiel ( continu) le long de la Surface Libre entre
(SAM) et (SAV).

Cela conduit d aprés la continuité du potentiel et en notant désormais v le
paramétre de la Surface Libre entre (SAM) et (SAV), en utilisant ( 7.239), a I
égalité suivante

L)t + Sl =)+ DIO) = (e (0) = (e =)
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Or, il est & noter d” aprés (7.229) que
o'(t) = ﬂ’i’i[: -8+ Zapt

et
o'(t) = 2‘:’—"& — 8) +2ap
]

Ces deux égalités définissant les pot.enr.inlé-le long des discontinuités S (t) et
Y(t) s’ écrivent

a

At -7+ 2 "{t— ) - (f~7)3+ D(t) =

~5a0((t = B) = (t = 7)?) - enopt

et
ﬂngﬂ

3?1(1

(t—B8)* + ﬁ(i-ﬁ)" - 2E -9+ Do) =

f(f)‘i'n + —P (1 + ot?)

Par soustration et élimmat.mn de D(t), on peut noter que le membre de gauche
de I'égalité précédentc est un polynéme cn t du second degré tel que

Cl'n()
[

von (¥ = B)* + apap(y — ﬂ)+—fm] +

— agop(r® = B%) + enop + cag(y — B)Jt+

Tomg 234 (B -0+t SRR (0P8 = (0%
(7.248)
Afin de résoudre ce probléme, on pent tracer la courbe H—nf,_,
e —TIE
1 —
0,8 //
0.6 - c : |
/ — T
0.4
0,2 /
0 T L) 1 Ll
0 2 - 4 6 8 10




On observe aisément que pour t =10, par exemple, 'approximation par 1 est
une assez bonne approximation.

Pour aller plus loin, par simple utilisation d° EXCEL, on peut noter que, si on
choisit une approximation par un polynéme de degré 2 | on peut utiliser

o

Pour ¢ € [0,3]. - ;’2 ~ —0,0825t% + 0, 5605¢ + 0, 0207
]
{ Pourt€[3.10] .5 -i-r? ~ —0,0026t% + 0, 0455¢ + 0, 7943 (7.249)
; 3
. € (1 oo, —= =1
| Pour t & [10, +oc[ P

2 s

"y = -0,0026x> + 0,0455x + 0,7943

— 1+
— Série2
| Série3 ,
| =——Polynomial (Série2)
~—— Polynomial (Série3)

Afin de résoudre le probléme défini par ( 7.248), on notera par la suite que

-

f—
W o —p]fg -+ qlf + (725{)]

141

vt € [0, 3]
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puis

vt € [3, 10} e —pat® + qat + 19 (7.251)
2
V1 € [10, ool = ra(= 1) (7.252)
avec
Vi€ [1,2],pi,qi,7 > 0, et 73 >0 (7.253)

Il n’y a pas mathématiquement, parlant d’égalité possible a ( 7.248 ). Mais en
utilisant I’ approximation ( 7.250) et en regardant, dans un premier temps, les
instants tels que t < —3—. on obtient
NS

3

. Ct £
= e (1 = B)" +acanly - ﬂ)~+—ap =~ piad

€
—agoap(y? = B%) + age(y — B) + enop = ?FQI\/E‘bU

ﬂn @
\ ]2!’!

(8- 1) (87 + 28y +377) + 55 ( -+ am#(‘Ts £+ — nu W= —r1¢n

Au niveau des conditions initiales pour 1" instant les seules contraintes imposées
sont

0 < Y(0) < Z(0) < 400

Si on souhaite que la ligne Z (1 ) définisse la séparation entre (SAM) et (SAV),
un bon candidat initial pour (SAM) est

n(z,0) =ng
u(z,0) =0
E(z,0)=0 (7.255)
®(z,0)=0
Aussi peut on souhaiter que
7 (1)-=10

De plus, on souhaite ( on verra par la suite pourquoi) que la vitesse en Z ( t )
soit négative.
En fonction de ( 7.236), on a

aa
u(Z(t),t) = 2aput + ﬂ—:[ﬁf('}’ ~-B)+ 8-+
La premiére contrainte conduit a

B* = y* seit B =4y

208




Cela assure que

ds(t) = ®(Z(1),1) = Jf;‘ u(Z(t),1) = kz‘ ug(t)

donc en particuliér, ®#5(0) = 0. On montre aisément que pour le cas 5= 7, le
systéme défini par ( 7.254) n’est pas résoluble.
La contrainte revient donc a avoir

B=—% (7.2586)
Dans ce cas la vitesse en Z (t ) 87 écrit

u(Z(1),1) = 2apt + 222 ( — G)t
ng

La premiére équation de ( 7.256 ) permet d’ obtenir

ag o Do
il P el Ll O
o (v=B)+n % ew
soit d' aprés ( 7.256)
ag gn P
2— = —/-2—p— 7257
R 5 ( )
On obtient pour la seconde égalité
4a,* € ¢
200 A 80 a0 enog -0 2 (7.258)
Ing e e’ ng
Enfin, la derniére égalité peut s'écrire
2ap’a ,  2apap 5 Mg 5 Ep
Y —pt= —nd 7.259
g ! g TRl T e ( )

Le probléme consiste désormais a calculer les trois inconnues ag, 7, ji.
La démonstration est fournie au paragraphe suivant.

Proposition T4 Pour les temps t < i il existe un unique triplé d’ incon-

nues ag, 5, jt qui permet d'obtenir un raccord de solution a la Surface Libre entre
(SAM) et (SAV), la ligne S(t) soit décroissante au cours du temps et porte une
vilesse d’ écoulement négative.
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A partir de ( 7.257), ( 7.258) et ( 7.259), les inconnues vérifient le systéme
snivant

8

ag _ g0 P

2n—n'y +pu= 2 = =

4a¢%a &p o P
S T : gy =) 7.260
e — 1 Vadg + engy/ -2 —P1 = ( )

a0 4 2apap 5 ng o Eq
L FR0SE 202209
\ 31‘1(} i + 3 7 * 2 H € ok
D’ aprés ( 7.228) et ( 7.257), les contraintes imposées sonf,
k<0

(7.261)

22274-;: <0
ng

2
En considérant le carré de ( 7.257) ( multiplié par (1— % )) auquel on soustrait
( 7.259) et A partir de la contrainte sur y, on obtient

(7.262)
; . ; | ay
A partir de ( 7.257), on obtient |' expression de 2-’1—
( 0
On en déduit finalement 1" égalité vérifiée par v qui s’ écrit:
(7.263)
Posons
(7.264)

et

On peut noter que la fonction g est impaire et se contenter de 1" étudier pour x
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| il /3
positif soit encore pour r > =
On pose

et

On obtient que ¢(z) =
On en déduit aisément la positivité de A
Reste & étudier B. Or

1 22
B= 22 [Pl 3 } 3 ‘*?‘1-\/_(—'——1)3'!21;’ Tpl + 1]

r?
PoE (e s

az? .
On pose y = ——, p1y" — (1 + M)y —r1 = pr{y— v-){y — y4) ob y_ est une
quantité négative et y4 une quantité positive.
Dans le cas ol ¥ < y4, il est évident que B est négatif.

Dans le cas oil y > 4y, on a pyy° — (3py + r1)y — 1 > 0, d'on écrire que B est
négatif est équivalent a

(P = Bpr + )y —m)* < pily— 1)3(r1 + pry)
ce qui revient a écrire que
3p® = (m +6p1)y — (o1 + 20 )y—m >0

Soit € = 3p1y® — (r1 + 6p1)y” — (p1 + 21 )y — 1 dans laquelle y est positif.
Comme p1y® > (3p1 + 1)y + 71, on en déduit que

C > 3y(ry + (3pr +r1)y) — (r1 +6p1)y” — (11 + 21 )y —

soit,
C > (3p1 +2r)y” + (= p1 )y —

Ey aye 3 - i a9
d’oi en utilisant & nouvean la minoration sur pyy°, on a

C>2r(y+ 1) +8py >0
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Cela conduit danc dans tous les cas a avoir B <0 et done g décroissante entre
[3
Or aux bornes les valeurs de g sont +o0 et 0, done il existe un unique x >0, tel

que si A > 0, 32 > 0,g9(z) = A et donc par imparité de la fonetion g, on en
déduit la proposition suivante

Proposition 75

YA > 0,3y > 0 tel que g(v) = A (7.266)
Remarque:
On a donc
7> 0)
p<0
Lo (7.267)
p<0

Construction d’une solution réguliére dans (SAM)

Le systéme précedent, est un P-systéme dont la donnée est formée des quan-
titées ng, ug, Es, P associés a une onde de détente commengant le long d'une
d
courbe Z(t) telle la vitesse sur Z(t) soit aussi la quantité %{f]) pour lequel
les données a 'infini amont sont figées.

Ce probléme peut étre identifié au probléme d'un tube ouvert & une extrémité

et fermé a I'autre par un piston que l'on retire par un mouvement défini par une
fonction Z'(t) donnée,

1l est. en particulier explqué dans [98]. Cela donne la constuction d'une détente

dont le point & vitesse nulle avance & la vitesse ¢ pour se raccorder a 1'état sta-
tionnaire.

La solution dans la détente est donnée, en définissant par u la vitesse, en fonction
de la valeur de Z(t) par

z =t(u+e)+ f(u) (7.268)
équation ofl f est, définie en fonction de Z(t), ce qui donne

u= F(z— (u+c)t)
onl F est défini par (7.269)

Z'(t) = F(Z(t) = t(Z(t) +¢))

ce qui défini F.
Dans le cas qui nous importe, on peut noter que

Z'(t) = [2an+ 222 (7 - At
]
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soit encore
£ ¢'n
Z'(t) = =20ty [—2—p— < 0
(t) atif—3=p= <

®

ng

Posons alors

A= 9 [ 1§50, (7.270)
[~

Alors la solution est dans |” onde de détente
—u=(c+ At) - [(e + A)? — 2A(et — = + Z(0)]'/?

Cette solution est valide a tout instant ( compris entre 0 et +00 )jusqu’ an point
Z(0) + et oil la solution de type détente est raccordée de maniére continue a I’
état constant

n=npetu=F=d=10

Toute cette approche peut se résumer ainsi

Théoreme 45 Pour les temps { < % , le systéme précédent admet une

solution formée d’une solution Lagrangienne el d’une onde de type CHILD-
LANGMUIR dans la partic (SAV) raccordées par une courbe décroissante Y(t).
En ce qui concerne (SAM), clle est formée d’une onde de détente et de données
stationnaires.

Le raccord entre (SAM) et (SAV) s’effectue a travers une Surface Libre définie
par la courbe 7 (t) telle que ¥t Y (t) < Z(1).

La solution est continue en vitesse et potentiel sur tout l'espace a tout instant
tandis que le champ éléctrique est a priori discontinu a travers la Surface Libre.
Quant a la densité, elle est réguliére dans les quatre zones et discontinue au
passage des interfaces de la ligne de raccordement et de la Surface Libre.

! 3
Etude des temps supérieurs a —‘/-:
Pour des temps supérieurs, il faut reprendre la méme méthode, en changeant
les paramétres py,q1,71 €n pa,qa, T2 €t pg, qa,rzavec pg=qa=0et ra=1.
Dans ce cadre, les égalités ( 7.260) sont toujours valables. 11 faut rajouter la
contrainte sur la vitesse obtenue dans le systéme pour la valeur de Z'(t) aux

instants ¢ 3 tt .0
stants t; = —— ef tp = —.
' Ve Jo
: : 3
En travaillant de la méme maniére, par exemple pour les temps t tels que —= <

Ve

10 . ; -~
t < :/—_, on démontrerait sur cete plage existence et 1" unicité des quadruplés
o
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ﬁ v Yy @oy [

Pour les temps t grands correspondants & ps = g3 = 0 et r3 = 1, on trouve
comme solution @ = 4 = p = 0. Cela correspond au niveau des courbes Y( t ) et
Z (t) & avoir des états constants mais pour lesquels I’ onde de détente continue
A se propager.

Tout ce raisonnement se résume ainsi:

Théoreme 46 Le systéme précédent admet une solution formée d’une solution
Lagrangienne et d'une onde de type CHILD-LANGMUIR dans la partie (SAV)
raccordées par une courbe décroidssante Y{( t). En ce qui concerne (SAM), elle
est formée d’'une onde de détente et de données stationnaires.

le raccord entre (SAM) et (SAV) s’effectue a travers une Surface Libre définie
par la courbe Z (t) telle que ¥t Y (t) < Z(t) < x,(0).

La solution est continue en vitesse el potentiel sur tout I'espace a toul instant
tandis que le champ éléctrique est a priori discontinu a travers la Surface Libre.
Quant a la densité, elle est réquliére dans les quatre zones et discontinue au
passage des interfaces de la ligne de raccordement et de la Surface Libre.

Etude du cas [ # 0

D’aprés le raisonnement conduit au paragraphe ( 7.9.4), pour les tempst > 1,
défini par ( 7.213), le raisonnement est identigue a celui conduit pour le cas 1 = 0.

Pour les temps t < 1 la solution Lagrangienne est elle méme constituée de
2 solutions séparées par une ligne appelée

X(t;1,0) = 1 — a(z,(0) — )12 (7.271)

Cependant le raisonnement porte sur la continuité et le raccord du potentiel.
D’apres ( 7.223),0on définit

e ng (I?
g ) (7.272)

f(t) =
puis on cherche une approximation de f par un polynéme du second degré.
Le raisonnement est par la suite identique et conduit &

Théoreme 47 Le systéme précédent admet une solution formée d'une solution
Lagrangienne et d’une onde de type CHILD-LANGMUIR dans la partie (SAV)
raccordées par une courbe décroidssante Y (1). En ce qui concerne (SAM), elle
est formée d’une onde de détente et de données stationnaires.

Le raccord entre (SAM) et (SAV) s'cffectue a travers une Surface Libre définie
par la courbe Z (t) telle que

VLY (t) < Z(t) < 2,(0).

214




La solution est continue en vitesse et potentiel sur toul 'espace a toul instant
tandis que le champ éléctrique est a priori discontinu a travers la Surface Libre.
Quant a la densité, elle est réguliére dans les quatre zones et discontinue au
passage des interfaces de la ligne de raccordement et de la Surface Libre.

Conclusion

En premier lieu, la recherche de solutions de type CHILD-LANGMUIR a été
issue de discussions avec [42] & partir de solutions calculées numériquement.
Dans toutes ces études issues des lois de conservation de la Mécanique et de
la Physique des Plasmas, on a cherché & mettre en évidence |’ apport des Pro-
blémes Hyperboliques Dégénérés.

Dans cette approche, la Solution Lagrangienne permet, a la différence des Pro-
blémes Hyperboliques " classiques " qui nécessitent la connaissance ( ainsi que
la décomposition ) des ondes et des ondes élémentaires de Raréfaction et de
Choe, de pouvoir construire la solution sauf prés de ligne de raccordement.
Pour ce raccord, il faut faire appel a4 des solutions classiques en imposant la
continuité du Potentiel et de la vitesse sans imposer de condition sur la conti-
nuité du champ Electrique an raccord de la Surface Libre.

En fait le couple ( densité, Champ Electrique) est défini de part et d’autre de
cette discontinuité sans condition précisée a 1 interface. La seule condition est
en fait I équation donnée dans le paragraphe (7.9.1) dans son raisonnement
continu.

Au niveau numérique, la mise en LJuvre du traitement numérique ne demande
pas de cadre particulier car il n’ y a pas de choc. Il y a donc des différences
fondamentales de résolution dans le cadre Dégénéré qui est essentiellement issu
de la Physique des Plasmas e

215




Chapitre 8

Curriculum Vitae

8.1 Fonction d’ Enseignement

Comme membre du Commissariat 4 1" Energie Atomique, )’ ai en 'oceasion,
de part. ma sensibilité personnelle et d’ un intéréi certain vis a vis de mes acti-
vités professionnelles, a participer & différentes charges d’ enseignement qui m’
ont toujours passionnées essentiellemnt par le contact avec de jeunes étudiants.
Voici quelques exemples de charges d’enseignement.

8.1.1 Du ler Octobre 1984 au 30 Juin 1994

Enseignement a I' LN.S.T.N. ( Institut National des Sciences et Techniques
Nucléaires)
Cours de Génie Atomique sue la Modélisation des Problémes Physiques ( Neu-
tronique, Mécanique des Structures et des Fluides ) et les Méthodes numériques
associées ( Equation de la Chaleur, Equation du Transport)

8.1.2 Du ler Octobre 1987 au 30 Juin 1994

Dans le cadre du DEA de Mécanique Appliguée a la Construction et pour |’
Option Dynamique des Structures
Enseignement des Techniques de Calcul: Méthode des Elements Finis, des Equa-
tions Intégrales, Résolution des Sysrémes Linéaires et. Recherche associée des
valeurs propres, Algorithmes temporels et Direction des Travaux Pratiques sur
Ordinateurs
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8.1.3 Du ler Octobre 1992 au 30 Juin 2000

Dans le cadre de I’ Université d’ EVRY VAL D’ESSONNE, Professeur As-
socié au CEMIF (Centre d’ Etudes Mécaniques de 1' Ile de France)
Enseignement en Licence et Maitrise sur les techniques de modélisation en Mé-
canique et en Energétique

8.1.4 Du ler Octobre 1994 au 30 Juin 1997

Dans le cadre de 1" Université de CRETEIL- VAL DE MARNE , Ensei-
gnement en DEA des modéles d’écoulements diphasiques et de leur traitement
numeériques,

8.1.5 Depuis de ler Octobre 2000

Dans le cadre du DESS de I' Université d’ AIX MARSEILLE I, Enseigne-
ment sur la Turbulence incompressible et compressible

8.2 Fonction d’ Expert

Depuis 1988, création et animation d’ un Séminaire Annuel sur le "Calcul
des Ecoulements et Fluides Compressibles", qui se tenait traditionnement en
Décembre et désormais en fin Janvier d’ une durée de 3 jours.

Ce séminaire réunit des spécialistes de divers horizons: Universitaires, Nucléaire
( EDF, FRAMATOME-ANP), Aéronautique ( ONERA, CNES, MATRA), Au-
tomobile (RENAULT),...

Depuis le ler Juin 1997, Expert Senior au CEA dans le domaine des Ecou-
lements Compresssibles et des explosions liées a 1’ hydrogéne

Création et animation d’ un Séminaire OEA sur la MECANIQUE au CEA
le 6 Octobre 1998 réunissant plus de 100 personnes.

Création et animation d' un Séminaire Mensuel au CEA/SACLAY /SEMT de-
puis le ler Octobre 1999 avee la moitié d’ intervenants extérieurs portant sur la
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Mécanique des Structrures et des Fluides ainsi que sur I’ Analyse Numérique

Depuis le ler Janvier 2001, expert en charge de I’ Evaluation Interne des théses
proposées par les Unités en support au Haut Commissaire du CEA

8.3 Parcours Professionnel

8.3.1 Depuis le 1ler Mars 2001

Ingénieur de Projets dans la Direction d’ Objectifs DSNI ( Soutien aux In-
dustriels du Nucléaire) en charge des programmes portant sur la Corrosion des
Composants du Parc, la Durée de Vie des Structures en Béton, la Durée de Vie
et les Performances des Générateurs de Vapeur et les Composants, la Tenue an
Séisme, 1" Intégrité Mécanique des Tuyauteries.

Ces activités concernent les domaines scientifiques suivants: la Mécanique des
Structures et des Fluides, les Matériaux et leurs interactions éventuelles au ser-
vice des besoins des Réacteurs Nucléaires.

8.3.2 Du ler Novembre 1997 au ler Mars 2001

Assistant Scientifique dans le CEA /SACLAY /DMT en charge de la réflexion
sur I'avenir de la Mécanique au sein du CEA ( appelée MEACANIQUE2010 ) ,
des études portant sur la Mécanique Probabiliste, des programmes scientifiques
dans I’ unité ainsi que du suivi des théses du Service et du Secrétariat des accord
coopératifs avec EDF et FRAMATOME dans le domainbe de la Mécanique.

8.3.3 Du ler Juin 1994 au ler Novembre 1997

Chef du Laboratoire d’ Etudes de Thermohydraulique ( CEA/CADARACHE/LETH)
au CEA CADARACHE en charge d’ études numériques et expérimentales por-
tant sur la turbulence incompressibles, les é&changes thermiques, les écoulements
4 fortes pressions eau-air, 1" étude des surfaces libres,....
Animation de groupes de travail sur les activités scientifiques a engager et ani-
mation de la vie du Laboratoire
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8.3.4 Du ler Mai 1983 au ler Juin 1994

Ingénieur an CEA /SACLAY/DEMT sur les probléme de stireté d’ enceintes
soumises i des accidents graves internes et externes; Etudes portant sur la propa-
gation d’ondes linéaires et non linéaires, d’ ondes de détonation et leurs effets sur
les structures mécaniques environnantes ( logiciel PLEXUS). Pour les milieus ex-
ternes, propagation acoustiques tridimensionnelles en milieu libre, surpressions
engendrées et leurs effets liés aux différentes géométries ( logiciel ZEPHYR )..
Ces études utilisent un prétraitement type Elements Finis qui permet, par sa
souplesse de mise en o euvre, une simplicité au niveau de la "formulation".

8.3.5 Du ler Octobre 1980 au ler Mai 1983

Contrat de Formation par la Recherche au CEA/DEDR) Préparation d'une
thése de 3éme cycle sur la " Modélisation des Ecoulements >Diphasiques sous
I’ hypothése de non glissement dephase ".

Les applications importantes portaient essentiellement sur I’ étude du fluide
dans un générateur devapeur( logiciel CERBERE)

8.3.6 Diplomes

eNovembre 1981
Thése de 3éme Cycle , Analyse Numérique,
Université Pierre et Marie CURIE, PARIS 6
eJuin 1978
DEA d’Analyse Numérique,
Université Pierre et Marie CURIE, PARIS 6
eJuin 1977
Agrégation de Mathématiques
eJuin 1976
CAPES de Mathématiques
eAnnées 1975-1976
Licence et Maitrise de Mathématiques, Unoversité d' ORSAY, PARIS 11
eler Octobre 1974
Entrée 2 1" ENS CACHAN, Section Mathématiques
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Chapitre 9

Listes des publications et
documents

9.1 Publications
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9.2 Rapports

Ces rapports ne penvent étre diffusés que sous réserve expresse d’autorisa-
tion des responsables des unités concernées
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Annexe: Résultats numériques
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structurée-Calculs 1D,2D et 3D.

Abstract :
Il s’agit dans ce rapport de présentation de résultats numériques. Tout ce qui
concerne la justification est analysé dans une autre contribution. Il n’ y a donc
pas de référence bibliographique et seulement quelques éléments afin de guider
le lecteur dans les résultats.
Nous renvoyons pour plus de détail au document d’habilitation dans lequel sont

présentées les différentes idées qui sont illustrées par les résultats numériques
présentés ici.




Chapitre 1

Introduction

Dans cette annexe, sont présentés les résultas obtenus pendant toutes les
années de travaux sur ces thémes passionnants. Cela n’a pu se faire sans 'aide
précieuse de collaborateurs qui ont aidé & collectionner tous ces résultats numé-
riques qu’ils en soient vivement remerciés.

Pour mémoire, je voudrais citer :

Sur les études liés aux Ecoulements Inertes,

H.BUNG, P.GALON, A.LETELLIER et M.LEPAREUX,

Sur les études lites aux Ecoulements Réactifs,

C.CAROLI, P.GALON et F.ROUCAYROL,

Sur les études liées aux Ecoulements Turbulents,

J.M.HERARD X.LOUIS et EXEUXET-DECLERCQ),

Sur les Equations EULER-MAXWELL,

D.VOROBIEV,

Sur les Méthodes Implicites

P.GONZALES-RODELAS,

Sur les Méthodes Particulaires,

L.BENAIM-LUNEVILLE, E.CAMALET et R.SAUREL,

Sur les Equations Intégrales

Y.DING et P.VERPEAUX.

Aussi cette présentation veut refléter un travail collectif qui a été conduit durant
une quinzaine d’années.

Les outils numériques développés sont implantés dans les logiciels du CEA, pour
la plupart EUROPLEXUS(Code de Dynamique Rapide explicite), dans CAS-
TEM2000 (pour certains aspects liés & la Turbulence) et dans ZEPHYR (logiciel
dévolu aux Equations Intégrales).




Chapitre 2

Etudes compressibles sans
réaction chimique

2.1 Reésultats numériques liés au schéma de VAN
LEER 1D

Dans cette partie, sont présentés des résultats liés aux premiers tests(Année
1985) en monodimensionnel.

2.1.1 Cas test de SOD

Il s’agit du cas bien connu pour les équations d’EULER en dynamique des
gaz qui mettent en évidence I’évolution de perturbation dés que le CFL est
supérieur a 0.5.11 s’agit dans ce cas du schéma de VAN LEER en imposant la
condition classique dans le cadre scalaire pour respecter le caractére TVD du
schéma(cf Figures 1,2 et3).Par contre, en modifiant le schéma sur la limitation
des pentes permet de traiter des CFL de 0.8. On peut noter la variation de
I’énergie trés faiblement décroissante au cours du temps( variation de moins de
I’ordre de 0,3 pour cent). Les condifions initiales sont

"4

pL =1
pour z €]0,0.5[{ ur =
=1
¢ (2.1)
pr=0.1
pour z €]0.5, 1] up = 0.
i Pr =101

pour une loi polytropique avec v = 1.4. On peut vérifier que les conditions de




réflexion sont correctement traitées.
On attend pour les conditions de RANKINE -HUGONIOT qui donnent comme
conditions & la paroi

(3y-1)PL—(y—=1)Pr

= 2.2
LG-DP () Pr Gl
que P soit égal & 3.7, ce qui est en accord avec les résultats présentés.
2.1.2 Cas test de LAX
Dans ce cas, on utilise comme données initiales:
i pr = 0.445
pour z €]0,0.5[{ prur = 0.331
pLEL = 6.928
< (2.3)
pr =105
pour z-€]0:5; 1[ prur = 0.
) prER = 14275

La figure 5 présente les résultats pour un CFL de 0.8 avec un maillage uniforme
de 300 mailles
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2.2 Reésultats numeériques liés au schéma de type
S5 1D

On reprend dans ce cas le cas test de SOD en comparant la masse volumique
(p), la pression P et la vitesse u a différents instants par le schéma S} /2 ( figure
1) et les mémes quantités par celui qui a été modifié( figure 2). On pourra noter
I’apport de la modification en particulier au niveau de la discontinuité de contact
et de I'apparition d’oscillation qui se propage.
le cas test traité est:

s pL =4
pour z €]0,0.5[¢ ug = 0.
Pp.=4

4 (2.4)
pr=1
pour z €]0.5,1[{ ur = 0.
Pr=1

“

pour une loi polytropique avec v = 1.4.
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2.3 Reésultats numériques liés au schéma de VAN

LEER 2D

2.3.1 Cas test en 1D axisymétrique et sphérique
Cas test issus des cas test de SOD

Il s’agit dans des géométries 2D (plane et axisymétrique) de traiter le cas
du tube a choc de SOD avec un gaz polytropique de v = 1.4 avec 300 mailles le
long d’un rayon et un CFL de 0.85.

Dans le premier cas, on utilise

s

pL=1
pour r €]0,0.5[ Pr =
{ ug =0
< (2.5)
pr=4
pour r €]0.5,1[¢ Pr=4
L { ur =10
et dans le second cas
k pL =4
pour r €]0,0.5[{ ur =0
{ Pr. =4
{ - (2.6)
pr=1
pour r €]0.5,1[{ ur=
\ { Pp=1

Les figures 1 et 2 présentent les deux cas en géométrie axisymétrique. Les figures
3 présentent le premier cas en géomeétrie sphérique. Il est aisé de constater que
le premier cas est semblable au cas traité en 1D plan, par contre le second est
nettement différent.

Cas test issus des cas test de LAX

Il s’agit dans des géométries 2D (plane et axisymétrique) de traiter le cas
du tube & choc de LAX avec un gaz polytropique de v = 1.4 avec 300 mailles le
long d’un rayon et un CFL de 0.85.
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Dans le premier cas, on utilise

'3

pr = 0.445
pour 7 €]0,0.5[¢ uz = 0.7438
Pr=27%22
\ (2.7)
pour r €]0.5, 1] up =10
| Pr=0.571
et dans le second cas
{ pr = 0.445
pour r €]0,0.5] P =2.722
up = —0.7438
< (2.8)
pr =0.5
pour r €]0.5,1[{ Pr=0.571
L U =10

Les figures 4 et 5 présentent le premier cas en géométrie cylindrique et sphérique
et les figures 6 et 7 le second en géomeétrie cylindrique et sphérique.
En complément, on inverse les états gauche et droit.

4

pr =0.5
pour r €]0,0.5[ wr. = 0.
Pr=10571

) (2.9)
pr = 0.445
pour r €]0.5,1[{ ugr = 0.7428
Pg=%122

Pour le dernier cas, les figures 8 et 9 sont associées aux cas cylindrique et
sphérique. On pourra noter que, & la différence du tube de SOD, pour le cas
test tube de LAX, la nature plane, cylindrique ou sphérique donne des résultats
beaucoup plus distincts et tranchés.

Cas test de NOH
1l s’agit ici d” une géométrie 2D axisymétrique pour laquelle les données sont

spécifiées avec un gaz polytropique de ¥ = 5/3 avec 100 mailles le long d'un
rayon et un CFL de 0.85.
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On définit les données initiales par

,

e = 30
pour r €]0,0.5[¢ ur=0.
Pr =20
4 (2.10)
er = 0.001
pour » €]0.5, 1] ugp = -1
. Pr = 0.0001

oll e est I'énergie interne.
Pour ce cas, une solution analytique est obtenue sur I'axe avec

p=64 (2.11)

La figure 10 montre I’adéquation correcte de la solution numérique. On peut
aussi noter la réflexion sur I’axe conduite dans le calcul 2D associé( figure 23) Les
courbes représentent a 2 instants ( le premier juste aprés la réflexion et le second
quelques instants aprés) la pression (courbes gauches ) et la densité(courbes
droites).

2.3.2 Cas test 2D
Probléme du tube a choe

Il s’agit cette fois ci de la méme définition que le cas du tube & choc de
SOD mais traité dans une géométrie 2D plane ( en triangle)présentée sur la
figure 10.Les résultats (pression , masse volumique) sont traduits figure 11 et
montrent le traitement correct en 2D non structuré.

Canal subsonique

Ce benchmark est le premier cas réellement 2D associé au traitement en gaz
parfait.
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On définit les conditions dans un canal par les données suivantes

7 [ = 1.398
u = 0.3475

v = (.
| P=1.1764

4 ’amont A I'infini ¢

[ p=2.8605
u=10
v=10.

| P=0.7143

< et dans la bulle sphérique < (2.12)

= 1.
u =0
yiz= ).
! | P =0.1743

avec dans le canal <

Il n’y a pas de condition de sortie car le fluide est supersonique en sortie. Par
contre, il est important de noter que ’entrée est subsonique ( le nombre de
MACH vaut M = 0.32)

La figure 13 traduit le maillage constitué de quadrangles et de triangles. Les fi-
gures 14 et 15 montrent I’évolution de la pression et de la vitesse. On peut noter
sur la figure 14 que les isopressions traduisent bien la condition de réflexion a

: : : ar
la paroi a travers le traitement numérique ( ot 0)

2.3.3 Jets supersoniques
Jet libre

Cette partie présentent trois cas traités de maniére assez différente mettant
en évidence la robustesse de la méthode.
Dans le premier cas, il s’agit d'un jet libre en sortie issu d’une grande cavité
avec une pression donnée P, et une masse volumique po, aun repos ( u= 0 ).A
t=0 , ce jet est libéré dans une autre cavité a travers un petit orifice dans un
autre grand domaine & une pression P; et une masse volumique p;.

: - . B i ;
On traite différents cas tels que le ratio — = P it égal & 10 ou 100 ou

oo Poo
1000.
Le traitement est effectué sur un demi-domaine. La figure 16 traduit la forme
du jet pour un ratio de 10, ce qui correspond au niveau des conditions entrée
- milieu & linfini aval 4 un rapport de 5.22 sur les pressions et de 6.29 sur les
masses volumiques afin d’étre exactement sonique a 'entrée.
Le 4 du gaz polytropique vaut 1.4 et on a imposé des conditions absorbantes
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au bord du domaine, sachant que certains points passent par des conditions de
sortie supersonique a des condition de sortie ou d’entrée subsonique.

Intersection de jets

Dans ce cas, deux jets sont en interaction dans une chambre sous un angle
de 45 degrés.
Le premier est un gaz supersonique injecté a la pression de 4 bars et 4 la tem-
pérature de 60K pour un nombre de Mach de 1.7 et le second est aussi un gaz
supersonique a la pression de 25 bar et a la température de 2370K pour un
nombre de Mach de 1.1.Les deux gaz obéissent & une loi de gaz parfait avec un
v de 1.23.
Les calculs sont effectués ave un maillage de 50*70 mailles dans un cas et un
second avec un maillage identique mais dans un domaine deux fois plus petit
(soit 25*35 mailles)ce qui correspond & un zoom sur le calcul.
La figure 18 montre la cohérence des résultats obtenus.
Deux autres cas ont été menés dans la méme géométrie. Il s’agit d’un cas onl
interviennent une interaction entre un jet subsonique et un jet supersonique
(figure 19) dans le second et pour le dernier cas de deux jets subsoniques(figure
20). Plus les cas traités sont lents, plus apparaissent des vortex secondaires qui
montrent des oscillations dans 1’écoulement principal.

Cas test de la marche

Il s’agit du cas bien connu ot est injecté & Mach 3 le fluide a I’amont qui
fait apparaitre les structures en A.La géométrie est présentée sur la figure et les
isoMach en figure 22. La figure 24 traduit la formation du choc et son aspect
stationnaire
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Fig. 13 - Mesh generation in subsonic channel

Fig. 14 - Evolution of isopressure
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Fig. 15 - Evolution of the velocity
in a subsonic channel
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INJECTION DATA  Ambiant chamber pressure: 0.5 bar
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Fig. 18 - Evolution of twao supersonic jets
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2.3.4 Etude de gaz réels par solveur de RIEMANN

On considére un gaz type VAN DER WAALS défini par une loi d’état de la
forme

(P+ %)(V—b] = RT (2.13)

pour simuler le comportement de la vapeur d’eau.

Planches 1,2,3 et 4
On a pris comme conditions initiales:
p=bkg/m® , P=10°Pa , T = 433.36K
(v = 1.329 pour le gaz parfait ) dans le domaine 1 et:
p=2.5kg/m®, P=0510%Pa , T = 433.36 K

dans le second domaine .

Le maillage est constitué de 100 mailles identiques. Dans nétre cas , pour le gaz
de Van Der Waals ,

a=1684.54 , b= 1.69210"2 , r = 461.5 , Cy = 1401.88

Dans le cas considéré , le schéma gaz parfait et le schéma gaz de Van der Waals
donnent les mémes résultats.

Pour information, a et v sont donnés sur la planche 2: on voit qu’ ils varient
trés faiblement. On rappelle qu’ils sont définis par

a=1+ i

=14
(2.14)

2

=P

1P

Sur les planches 3 et 4, on a pris des volumes plus proches du volume critique
et |” on voit apparaitre des différences sensibles de comportement.

Pour le gaz de Van Der Waals, le palier de pression est plus bas. Les paliers de
densité sont moins hauts. L’ onde de choc va moins vite que I’ onde de détente.
On peut penser que cela est associé a la réalité des gaz .Sur la planche 4, sont
présentées les valeurs de a et 4 . On voit que a est plus grand aprés le choc et
que v est plus petit aprés la détente.

Sur le schéma des isothermes:

B l'état stationnaire 1

C I’ état intermédiaire 2
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D I’ état droit.
Ces trois états sont dans la phase gazeuse, les conditions initiales:
p = 200kg/m® P = 3510°Pa
p=117Tkg/m® P = 19.510°Pa

Planches 5 et 6

Dans cette étude, on a pris un volume plus petit que le volume critique pour
I’ un des tubes:

p = 250kg/m® P = 35966778 Pa

p = 166.6kg/m® P = 27114795 Pa
Les mémes remarques faites étre faites que pour les planches précédentes mais
les différences sont accentuées.
Planches 7-8 et 9

On présente ici un cas ol le schéma a du mal & converger , I’ état intermé-
diaire 1 se trouvant dans la zone critique & la frontiére entre la phase liquide et
la phase gazeuse.

On peut noter qu ’en raffinant le maillage le résultat converge.
p = 333kg/m® P = 55011358 Pa

p = 111kg/m® P = 21770768 Pa

Planches10 et 11

Cette fois, 1’ état intermédiaire 1 est dans la phase liquide .On compare la
pression et la densité avec 100 et 1000 mailles. Dans ce cas , méme pour le
maillage le plus fin, il reste des fortes oscillations sur la pression qui s’ atténuent
lorsque le temps croit.

Les conditions initiales sont:

p = 333kg/m® P = 37311358 Pa
p=111kg/m® P = 21770768 Pa
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Chapitre 3

Etudes compressibles avec
réaction chimique

3.1 Etude Lagrangienne

Il s’agit de résultats concernant la propagation d’ ondes chimiques liées a la
détonation hydrogéne dans une géomeétrie confinée.

3.1.1 Calculs monodimensionnels

Dans le cadre 1D, la théorie des ondes de choc peut &tre appliquée qui permet,
de calculer dans le cas de fortes propagations la réflexion & une paroi, Soit P,
la pression en aval de I'onde et P; celle en aval. Si on appelle Py celle obtenue
aprés réflexion, on obtient :

2
Py P25‘72+1+\/17‘](g + 29241

3.1

I (3.1)

oll vy est le coefficient polytropique aprés réaction.

Pour variation de v, de 1 & 400, le quotient % varie de 2.6 & 2.3, soit si 9 >~ 1.6,
2

Py

— ~ 2.54.

P

L: calcul représente la propagation d’une onde de détonation dans un tube fermé
oil la détonation est amorcée & une extrémité dans une maille.

Les figures 1 montrent la propagation dans le tube et on peut noter que dans ce
cas, pour une température initiale T ~ 326 K, Py ~ 1.63 bar et une température
seuil Ty, = 342K soit 169C, on observe que la pression de CHAPMANN P, ~
20bars et que la pression P; définissant la pression initiatrice est ~ 9 bars ce

: £ ; X Ao
qui donne comme rapport —3-5-%— ~ 2.22 ce qui correspond & la valeur théorique
(=]
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attendu de 2.17. De plus, a la réflexion Ps ~ 51 bar et donc P3/P; ~ 2.55, en
accord avec le calcul analytique.

Les figures 2 représentent 1’allure de 'onde en 5 points donnés du tube pour deux
allers et retours de I'onde de détonation. Il est & noter un trés fort amortissement
( le point 1 est le point initiateur, le point 50 le point médian et le point 100
'autre extrémité).

3.1.2 Calculs axisymétriques

Les mémes paramétres ont été choisis que dans le cas monodimensionnels.
On suppose donc qu’un cylindre est initié & la détonation, lui-méme contenu
dans un cylindre de rayon 100 fois plus grand.

La propagation de I’onde présente de pics cohérents avec les résultats de la lit-
térature.

Les figures 3 présentent le profil 4 différents instants de ’onde.

Les figures 4 traduisent elles ’historique de la pression en différents points;il
est & noter que les points a l'extérieur de ’axe ont un profil semblable au cas
monodimensionnel, par contre le point sur I’axe n’a pas du tout le méme profil
que dans le cas monodimensionnel. Les réflexions sur I’axe sont donc plus im-
portantes que la propagation de 'onde de détonation elle-méme. Les définitions
des points sont les mémes que dans le cas plan.

3.2 Calculs bidimensionnels

Afin d’effectuer un calcul plus réaliste, un algorithme lagrangien a été déve-
loppé en éléments finis. La position de la source joue un réle fondamental.
Le maillage est représenté en figure 5 et I’historique des pressions a la paroi dans
le cas on la source est sur ’axe & la base puis au milieu de la géométrie sont
respectivement présentés en figure 6 et 7.
La figure 8 trace I’évolution de ’onde de détonation en cas d’initiation au centre.
Si les points situés sur la paroi subissent la méme évolution, par contre au som-
met une différence importante est & noter. Il y a un facteur d’environ 2.5 entre
les maxima dans les deux cas. Cela peut s’interpréter comme un effet de souffle
lié a des considérations géométriques.
Une seconde étude a donc été entreprise en mettant en contact un milieu déto-
nant situé dans la partie supérieure de la géométrie et un milieu inerte dans la
partie basse. On suppose que la source d détonation est située i la base de la
zone détonante afin de se placer dans des configurations pessimistes & la lumiére
de I'étude précédente.
La figure 10 présente le maillage associé et la figure 11 I’historique de la pression
aux mémes points que dans le calcul précédent.

Les figures 12 montrent la propagation de 'onde et les figures 13 les déformées
du maillage.
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3.3 Etude Eulérienne

3.3.1 Cas 1D

Il s’agit de présenter les résultats dans un tube a choc et de comparer ces
résultats par rapport a des essais de KFK ( Allemagne ) et aux calculs associés.
Dans un premier temps, nous montrons sur la figure 1 I'apport de méthodes
Eulériennes conservatives au second ordre qui permettent de retrouver le profil
d’une onde réactive selon la théorie ZND. Sont donnés dans ce cadre, les profils
de ’'onde de pression & différents instants.

11 s’agit d’un calcul avec des mailles de 0.025 m de coté et les résultats sont
présentés toutes les 0.5ms.

La géométrie de ’expérience permet de représenter et de comparer les calculs
et les essais, en notant ’adéquation correcte des résultats par rapport aux ré-
sultats mesurés si on lie le ¢, des gaz a la température.. Les figures 2 montrent
les comparaisons & une distance de 1.25m et 3.256 m de la source lorsque les
coefficients ¢, sont pris constants. Il y a déphasage des ondes de pression. Par
contre comme le montrent les figures 3 et 4 & 6m, Tm, 10m et 12m lorsque les
¢p dépendent de la température, on retrouve bien les résultats expérimentaux.
Sur le méme graphique, on peut trouver les résultats numériques obtenus pour
des c, indépendant de la température.

3.3.2 Cas 2D

Afin de monter les effets réellement 2D initiés & partir d’une perturbation,
on choisit une géomeétrie légérement perturbée dans la direction y mais proche
du tube a choc. Alors qu’un calcul inerte s’amorti et que la solution revient &
une solution proche de celle obtenue en 1D, les effets s’amplifient en réactif. La
figure 5 traduit cette apparition de "flamme" mettant en évidence la difficulté
intrinséque & la compréhension des phénoménes mis en jeu.

On peut conduire une réflexion analogue en partant d’un probléme "presque 1D"
dans lequel on introduit une perturbation sinusoidale. En écoulement inerte ,
la perturbation s’atténuerait tandis que dans le cas réactif, cette derniére reste
présente, pour peu qu’on y mette le maillage suffisant. On peut noter sur la
figure 6 que la propagation est effectivement presque 1D mais que les effets 2D
persistent et sont cohérent avec la théorie ZND qui assure que derriére le front,
1D les propagations sont 2D.

Dans le méme type d’idée, un calcul a été mené dans une géométrie réacteur
qui met en évidence les effets liés aux réflexions secondaires. Les figures 6 et
7 montrent l'onde de pression aprés réflexion avec des pics dans des parties a
priori & I’abri du passage de I'onde initiale.
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Fig.5: Mixing effects of reactive flows in a shock tube

{(Note the color levels are not same in each figure.)
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3.4 Prise en compte du glissement et des effets
visqueux

Dans un premier temps, ont été traitées des problémes 2D puis des géométries
3D.
3.4.1 Les géomeétries 2D

Soient deux géométries basées sur des tubes, c'est-a-dire des géométries
certes 2D mais sur lesquelles s’appuient des phénoménes purement 1D.
Le tube a choc de SOD

Le probléme du tube & choc de SOD est bien connu: il s’agit d’un tube
séparé en deux parties (notées L pour partie gauche et R pour partie droite)
avec pour données thermodynamiques initiales :

P

R PR
— =10et — =8
Pr P,

1l est évident que les résultats donnés par le systéme d’équations d’Euler et par
les modéles qui nous occupent (équations de Navier-Stokes) doivent étre quasi
identiques attendu que les compositions chimiques des deux gaz le sont et que
la viscosité dans le cas présent d’'une onde de choc en déplacement monodimen-
sionnel ne joue pratiquement aucun réle. Le maillage utilisé est celui de la figure
1. Il comporte 2000 mailles carrées avec un pas de maille de 1 mm.

Sur les figures 5 et 6, sont reproduits les profils de pression et masse volumique
dans le tube & 'instant 0.1 ms. Ils montrent qu’il n’y a aucune différence-ce qui
était attendu-entre les résultats donnés par le modéle de Navier-Stokes et celui
d’Euler.

Le tube a déflagration

Il s’agit ici d’un tube dont les données thermodynamiques initiales sont les
suivantes:
La pression Pg et la pression P, sont égales et la température Ty, vaut a 3000K
tandis que la température Tg est égale & 300K . La température de seuil de la
réaction est partout fixée a 305K dans le cas réactif, c’est-a-dire qu’a l'instant
initial la réaction chimique commence dans la partie gauche mais ne pourra
avoir lieu dans la partie droite tant que la température n’aura pas dépassé 305
K.
Les données chimiques initiales sont quant a elles identiques dans tout le tube:
fraction massique d’hydrogéne (H2):8/100 ; fraction massique d’oxygéne (02):
4/100 ; fraction massique d’azote (N2): 88/100
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Le maillage utilisé est le méme que précédemment. On observe que, pour un mo-
déle sans réaction chimique, il n’y a pratiquement pas de conduction thermique
si bien que la chaleur ne saurait se propager et il ne devrait pas y avoir de réac-
tion chimique dans la partie droite du tube et avec un modéle de propagation
de la combustion, la conduction thermique et la diffusion d’espéces (entre gaz
brilés et non brilés) peuvent permettre la propagation de la chaleur et suivant
la concentration d’hydrogéne celle d'une flamme

Comme attendu on voit qu’avec un modéle visqueux sans combustion, la chaleur
ne se propage quasiment pas et que la réaction chimique (cf figure 7- courbe de
température- et figure 8- courbes de la fraction massique d’hydrogéne-) ne se
produit pas dans le tube droit et qu’elle meurt au sortir du tube gauche.

En revanche avec un modéle de type propagation de la combustion, non seule-
ment la chaleur se propage bien mais en outre on voit apparaitre une flamme
de prémélange qui se déplace & une vitesse presque constante de 2.8 m/s. On
remarque trés bien sur les figures 9 et 10 représentants le profil de la fraction
massique d’hydrogéne le déplacement du front de flamme.

Ces résultats constituent une qualification qualitative du modéle développé. 1l
est décrit les résultats sur la température et la fraction massique d’hydrogéne
dans cette configuration.

Par la suite, sont présentés les résultats concernant le méme calcul que précé-
demment effectué cette fois sur la géométrie suivante que I'on appelle par la
suite "tube avec diaphragme" .

Les résultats avec un modéle non visqueux montrent bien que la réaction chi-
mique ne se propage en aucune maniére car il n’y a pas de diffusion thermique
capable de faire passer la température du tube de droite au-dessus de la tempé-
rature de seuil de la réaction. Avec un modéle visqueux, en revanche on voit bien
que non seulement la réaction se propage dans le tube de droite mais qu’encore
le diaphragme n’est pas un obstacle physique au passage de la flamme. Aprés
avoir étudié des tubes droits qui, répétons-le, mettent en jeu des phénoménes
quasi 1D, nous avons également regardé un tube coudé avec changement brusque
de section qui, lui, assure un phénoméne véritablement 2D.

3.4.2 Le tube coudé
Calcul 2D

Ce tube coudé comporte 6600 éléments quadrangles avec un pas de maille
de 1 mm ( figure 3).
Les données thermodynamiques initiales sont les suivantes:
Dan la partie droite, la pression vaut 1bar et la température 300K, pour la par-
tie gauche, la pression vaut lbar et la température 2000K. La température de
déclenchement de la réaction est fixée a 305K.
Les données chimiques initiales sont les mémes pour les deux tubes , la concen-
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tration en masse est pour 1’ hydrogéne 0.08, pour 'oxygéne 0.04, pour I'azote
0.88.

Les deux figures (11 et 12)présentent I'évolution de la température dans le coude
en fonction du temps. La géométrie est présentée dans la figure suivante: On
note bien qu’ un modéle non visqueux ne voit rien (les courbes semblent mon-
trer une nette variation mais la représentation est trompeuse: la différence de
température mini-maxi n’est que de 5 K! ).

En revanche avec un modéle visqueux, il y a bien propagation de la chaleur et
apparition de la réaction chimique par dépassement de la température de seuil
de la réaction.

L’absence dans un cas et la présence dans ’'autre de la réaction chimique est
d’ailleurs confirmée par les deux figures suivantes qui montrent ’évolution de la
fraction massique d’hydrogéne dans le coude avec Euler et Navier-Stokes.

Calcul 3D

Il s’agit d’un tube coudé de section carrée comportant 10000 éléments hexa-
édres(figure 4). Ce calcul a été mené dans les mémes conditions thermodyna-
mique que le calcul 2D.Les figures 13 et 14 présentent ’évolution de la tempé-
rature.
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Figure 1 Maillage Tube de SOD
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Figure 9
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Figure 10
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Chapitre 4

Calculs turbulents

4.1 Comparaison entre calcul laminaire et mo-
déle en K pour un monofluide

Cas test de la marche

Dans cette application, on présente un cas test ol le fluide entrant est tou-
jours supersonique. A I'instant initial, le nombre de MACH est égal a 3.
Dans un modéle non turbulent, il apparait une structure de choc en A qui aprés
reste stationnaire.
Le maillage est constitué de 5500 quadrilatéres et les données initiales sont
Masse volumique: p = 1.4 kg.m™3
Vitesse horizontale: 1000 m.s~?
Pression: 100000 Pa
Rapport polytropique: y = 1.4
Energie turbulente initiale: K = 10 kg.m™".s~
A la vu des résultats, un effet dissipatif apparait aprés un choc. Cela est di au
fait que le maillage est insuffisant pour ce type de probléme.

2
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Mixing Density in kg/m? for K-model




Pressure in Pa for K-model
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Turbulence in K-model

89




Comparaison dans des conditions subsoniques de calculs laminaires
et K-¢

Afin de tester cette méthode, on traite un écoulement subsonique associé
a une injection de fluide pour des vitesses d’injection de 'ordre de 400m/s,
ce qui correspond & un nombre de MACH de 0.4. L’objectif est de montrer
la disparition de structures cohérente par suite d’effets diffusifs. Les quantités
initiales sont :
Masse volumique: p = 1.4 kg.m™
Vitesse horizontale: 0 m.s~!
Pression: 1000000 Pa
Rapport polytropique: v = 1.4
Turbulence initiale: K = 2 kg.m~'.5~?
Les valeurs a 'injection sont constantes et égales a:
masse Volumique: p = 1.4 kg.m™3
Vitesse horizontale: 400 m.s~!
Pression: 1000000 Pa
Rapport polytropique: vy = 1.4
turbulence initiale: K = 1000 kg.m~!.s~2
Aussi, le nombre de MACH est égal a 0.4.
Le maillage comporte 11000 quadrilatéres uniformes.
La solution laminaire détruit la symétrie au bout d’un certain temps tout en
étant initialement symétrique.
D’autre part, avec un modéle K - £, les effets visqueux et la dissipation turbulente
génére une solution symétrique mais diffusive.

3
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Mixing Density in kg/m?3
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Comparaison entre modéles en K et en K- ¢

Ce cas est associé a des données expérimentales qui sont présentées dans un
article de S. Barre, D. Alem, J. P. Bonnet.
L’objectif est d'étudier I’effet des ondes de choc sur une turbulence homogéne.
Une turbulence homogéne est générée par des petites tuyéres uniformément dis-
tribuées. Le fluide en sort a MACH 3 et une onde de choc apparait au milieu de
I’écoulement. La section de sortie est de 6 x 6 mm? et la longueuer du tube est
1m. Afin de suivre correctement les structures générées, un maillage suffisant
doit étre construit.
Les données initiales sont les suivantes:
Masse volumique: p = 1.1 kg.m™3
Vitesse: 1000 m.s—!
Pression: 90 000 Pa
Rapport polytropique: v = 1.4
Turbulence: K = 10 kg.m™*.s~2

| = ‘
ey 150 mm
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Le calcul comporte un maillage de 96 x 171 = 16416 quadrilatéres de pas

uniforme dz x dy = 1.5625°mm?. Toutes les autres quantités géométriques sont
respectées.
Au bout de 7000 pas de temps, le stationnaire est atteint. On peut noter I’évo-
lution de l’erreur dans le temps et l’erreur correspond a la norme L*de la
différence entre deux itérations de la densité. On présente la solution station-
naire pour un modéle en K et compare & un modéle K — £.0n pourra noter
I’adéquation entre les deux résultats proche sur la pression, la densité. La seule
différence notable porte sur |’ énergie turbulente elle méme, mais qui est d’un
ordre de grandeur inférieur par exemple a la pression.
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p, U, P, K, entropy, and Mach number for stationnary solution (7000
itérations)
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Comparaison between K and K — € models at Stationnary State :
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Chapitre 5

Méthodes Implicites

Dans cette partie, il s’agit de mettre en évidence 1'apport des méthodes
totalement implicites en dynamique des gaz.

5.1 Cas test de SOD

Soient les données classiques du tube a choc de SOD.

s

pr =10
pour z €]0,0.5[{ ur =0.
Pe=10.

! (5.1)
pr=1
pour z €]0.5,1[¢ ug =0.
Pr=1I.

"

Différents maillages ont été testés:100 mailles (figure 1), 200 mailles (figure
2).Dans chaque cas on peut noter & CFL donné ’apport au niveau de la précision
d’ un maillage plus fin. D’autre part, le calcul converge pour tout type de CFL
et conserve la positivité des quantités comme la masse volumique et la pression.
De plus, un CFL donné correspond & une interaction des ondes trés distincte
de celle attendue pour des CFL plus petits que 1.Les figures 3,4,5 montrent la
convergence des méthodes.

La figure 6 montre & la réflexion I'intérét du respect du CFL petit.
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5.2 Cas test de COLLELA

Il s’agit d’un cas plus sévére définit par:

.

pr = 10°
pour z €]0, 0.6[ ug = 0.
Pr = 103.

pym = 1072
{ pour z €]0.6,0.9] up = 0. (5.2)
Par = 1072,

pr = 10?
pour z €]0.9, 1] up = 0.
Pr = 102,

.

Les résultats sont obtenus pour des CFL de 1 jusqu’a 50 qui montre qu’en
fonction du CFL, I'interaction des ondes s’opére de maniére différente(figure
7).La conclusion est que méme si la méthode autorise des CFL trés grands,
Iintersection des ondes demande de respecter un maximum au niveau du CFL,
maximum qui dépend du probléme posé et qui est souvent assuré pour un CFL
plus petit que 1, mais qui remet en cause ’'usage des méthodes implicites.
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Chapitre 6

Etudes couplées
EULER-MAXWELL

6.1 Cas 1D

Dans un premier temps, on compare par rapport a une solution analytique,
par exemple un cas correspondant & E,, = 0. Dans cet exemple, E,; reste égal a
zéro et le systéme se réduit & un probléme hydrodynamique compressible avec
une nouvelle pression

o E?
P=P+ 5

Aussi est il possible d’obtenir une solution analytique en changeant la loi de
pression. On a pour quantités initiales
Pour x < 0 alors

UL = (P;“vt’swu Ex:EynEzyp): = (110![]!0:0! ]-r]-: 1000)It

Pour # > 0 alors
Ur = (p, u,v,w, E, Ey‘Esz)t =(0.125,0,0,0,0,—-1,-1,0.1)"

le rapport polytropique est v = 1.4.

La solution est donnée en Figure 1 pour la pression, la vitesse verticale y , la
composante z du champ électrique.

Les calculs sont effectués sur une grille de 100 puis 400 mailles. Les Figures 2
montrent les variations de la densité p, de la pression P, de la composante y de
la vitesse ( uy et la composante z du champ électrique (E;) et sont comparées
a la solution analytique.

Tous les calculs sont effectués avec un nombre de COURANT de 0.5.
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De méme, un équivalent du tube de SOD est propose dans lequel E, # 0 ou
E. # 0 et cas n’a pas de solution analytique.
Pour z < () alors

UL = (p,u,v,w, Bz, Ey, E;,p)" = (1,0,0,0,0.75,1,1,1)*

et pour £ < 0
Ur = (p,u,v,w, E, Ey, E;, p)* = (0.125,0,0,0,0.75, -1, -1,0.1)°
La Figure 3 présente la masse volumique, la pression et la composante y de la

vitesse.
Les illustrations de la figure 4 montrent respectivement la composante x de la

‘vitesse, la composante z de la vitesse, la composante x du champ électrique, la

composante z du champ électrique avec 400 mailles .I1 est clair qu’aucune des
composantes ne s’annule si elle n’est pas nulle initialement.

6.2 Cas 2D

Il s’agit d’une généralisation du tube & choc de SOD et les valeurs initiales
sont données sur la figure jointe.
Dans ce cas, les calculs sont conduits avec 2500 mailles.
Pour cette application, la masse volumique, la pression, la composante x de la
vitesse, la composante y de la vitesse, la composante z de la vitesse, le les vi-
tesses d’ "Alfen" ( composantes y et z) sont représentées.

Sur la figure 5, la masse volumique est tracée et montre un aspect circulaire.
Pour la pression, il en est de méme.

Aussi, dans des 2D, peut on mettre en évidence 1’effet des ondes d” ALFEN. La
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Figure 6 présente la composante x de la vitesse, qui respecte la symétrie et les
deux autres composantes de la vitesses qui ont un aspect global 2D.1l en est de
méme pour les vitesses d’ ALFEN(qui sont en opposition I'une avec ’autre)

6.3 Cas 3D

Le méme type de calcul est conduit en3D. Le probléme est initialement un
domaine a basse pression inclus dans un autre & haute pression.

Les conditions initiales sont
Usut = (p, v, v,w, E;, By, E,, P)* = (1.,0,0,0,1.,1.,1.,1.)¢
et
Uin = (p,u,v,w, Es, By, E,, P)* = (0.125,0,0,0, 1.,1., 1.,0.1)
On représente |'évolution des trois composantes de la vitesse d’ ALFEN ou
E;
(uas = %)

Les figures 7,8 et 9 montrent que la symétrie initiale est respectée et que les
ondes d’ ALFEN peuvent se développer. Le probléme est réellement 3D et les
composantes sont toutes différentes les unes des autres.
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Figure 5: Test 2D iso — p,iso — P
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Figure 6: Test 2D is0 — u;,i0 — uy, is0 — u;,is0 - (E, /\/p),is0 — (E./\/p)




Figure 7: Test 3D E /\/p evolution at three different times
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Figure 9: Test 3D E,/./p evolution at three different times
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Chapitre 7

Méthodes Particulaires

7.1 Problémes sans pression

Ce travail date de nombreuses années mais a permis d’initier les travaux sur
les Problémes Hyperboliques Dégénérés.

On considére le probléme défini par:
((On 0
= + a—z{nu) =10

Ou . Ou
" 'Oz

n(z,0) = ng(z)
u(z,0) = ug(z)

=0 (7.1)

“

La figure 1 donne la solution sur la vitesse u obtenue avec initialement Vz €

[0,1,n0(z) = 1 et Yz € [0, 1], up(z) = 1 — z.Elles mettent en évidence les résul-

tats attendus.

Le second cas correspond aux données Yz € [0, 1], np(z) = 1et Yz € [0, 1], ug(z) =
1 — 2% Elles mettent en évidence le déferlement obtenu, visible sur les figures 2

et 3.

7.2 Traitement de VLASOV -POISSON

Ce travail date de la méme époque et a permis d’initier les travaux sur les
Problémes Hyperboliques Dégénérés.
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On considére le probléme défini par:

[ on 0
ﬁ b a(ﬂﬂ) =0

du Au e

% Tm
. O0E e (%:2)

ax a(ﬁ—ﬂ)

)

n(z,0) =n
u(z,0) = ug(z)
| J) E(z,t)dz = @4~ %0

ol @ représente la densité des ions ( immobiles). Les figures 4 ( respectivement
les figures 6,7) montrent la solution pour la densité n ( respectivement la vitesse
u ) avec Yz € [0, 1], no(z) = 1 — 2%/2 et pour Vz € [0, 1], uo(z) = 0.La différence
de potentiel imposé est 0.06526.La figure 8 montre le comportement régulier du
potentiel par rapport a celui chaotique de la vitesse.

7.3 Application en Physique des Plasmas

Il s’agit d’étudier en 2D des problémes traitant le déplacement de popu-
lation électronique. Ces développements sont appliqués dans 1’étude des semi-
conducteurs. Le systéme est régit par les équations

(On 08 8
E + a(ﬂ»ﬂ) + a(n'ﬂ) = 0

du du du e
aTE T

T P S (73)
o T w

dy
O0E, OE, e _
B Ty et ™

! n(z,0)=n
La figure 9 montre I’évolution d’un plasma entre deux électrodes dans une géo-

métrie 2D on une différence de potentiel est imposée.
De méme peut étre abordé le traitement de "Mesfet" simple ou bidimensionnel
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dans lesquels est simulé la trajectoire des courants. Le systéme & résoudre est
assez semblable et s’écrit:

( an 8 d
"a"t" -— a—z(nu) —+ a—z(ﬂ‘ﬂ) =0

du du Ou u e kTy On
R R e
{ Ov dv dv v e kT dn

3'£+u3::+v6y+1',. m* Y m* 8y

0B, OB, e _
% Ll T

L n(z,0)=n

ou Tp est une température constante, k la constante de BOLTZMANN et m*
une constante dépendant du matériau appelée masse effective.
7+ est un temps de relaxation fonction du champ électrique

- P b E¢
"Te |E]2
1+pﬂnT

s

oil pn, et v, représentent une mobilité et une vitesse de saturation dépendant
du matériau constituant la diode.

La figure 10 traduit les trois types de semi conducteurs étudiés, la figure 11
montre le résultat d'un Mesfet simple et la figure 12 celle d'un Mesfet 2D.
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7.4 Application a la Mécanique des Fluides

Il s’agit dans ce cas de traiter un écoulement gaz particules qui peut s’écrire

ainsi

8

L

on a a

atg Fog= ("’9‘“9) + gz‘(nyvg} =0
gt o Oy Oy ooR
B T Ty T de - T
dug dug v, 1.8P; _ T

5‘t+98+98y+n93y
dn, 08

at +3z(

Oug Ou, Au,

o T Ty

dvs i 8v,+ v,
ot " "oz 'By

a
nsu a)+ ("a”a) =0
=—Fy

=-Gj4

(7.5)

ol les indices g désignent les quantités associées a4 un gaz et s ceux associés & un
solide. Le gaz est traité en gaz parfait pour la loi d’état. Le couplage est effectué
par les forces de trainée. La figure 13 montre la trajectoire moyenne du fluide
dans une tuyére et la figure 14 la trajectoire moyenne des particules injectées.
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1° La diode plane

L

2° Le Mesfet simple

Diode NT-N-N*
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b
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np(x) =

1 < Iy
23<Lg

=z iz cas de Ja diode le dopage np est représenté par une fonciion discontinue

t.["'}(: < L
S (1.3)

i consiant pour le mesfet simple et dzans iz zone active du mesiet bidimen-

puzz 1 = @, — @y, ont &, représeate le nivezu de barriere de Schottky.

Figure 10:Dispositifs étudiés
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Figure 11: MESFET Simple
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Central scheme:

Upwind scheme:

Plate 1. Particle density contours at steady state

Plate 2. Gas velocity field

Plate 3. Particle velocity field ™

N
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Plate 4. Gas density distribution

Plate 5. Particle density distribution \\

Plate 6. Gas pressure distribution
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Chapitre 8

Acoustique 3D

Il s’agit de traiter par équations intégrales I’acoustique transitoire. On rap-
pelle que, si Q désigne I'obstacle sur lequel I’'onde est parfaitement réfléchissante,
la solution u peut donc s * écrire sous forme intégrale et :

Pourte R, € Q)

utyz)=wlt,2)+ 3= [ @ - T )iy (8.1)

Cette formule de représentation permet de calculer u dans R x 2 si I’ on connait
sa trace sur R x 9Q. L’ intégrale de second membre précédent est un potentiel
retardé de double couche .Sa trace est bien connue aussi et 1’ on a 1’ équation
suivante :

Vz € 0Q

1

sult,z) = ul(t,2) + o [ (0w = Louryir)ay (8.2)

Le traitement a été effectué par une méthode variationnelle en temps et en
espace dont la suite illustre les résultats obtenus.

La figure 1 représente la solution en 2 points et compare la sensibilité au maillage
dans le cas d’une boite. La source est toujours par la suite concentrée en un point
et a la forme d’une Maxwellienene en temps.

La figure 2 traite le méme probléme sur une sphére.

les figures 3 et 4 montrent les résultats en différents points d’un diédre de 90
degré dont la source incidente est au milieu du domaine tandis que la figure 5
traite du méme probléme mais pour un diédre de 120 degrés.

Pour finir, la figure 6 illustre la transmission a travers deux compartiments dont
la source initiale est concentrée dans un des deux et la figure 7 montre 'apport
de la méthode en particulier pour les points cachés,

Il est cependant important de noter que méme si le traitement 3D spatial se
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raméne & du 2D surfacique, le fait de stoker tous les pas de temps alourdit la
méthode et impose une limitation du calcul.
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