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Résumé

La vérification d’assertions a I’exécution est une technique consistant & vérifier la vali-
dité d’annotations formelles pendant ’exécution d’un programme. Bien qu’ancienne, cette
technique reste encore peu étudiée d’un point de vue théorique. Cet article contribue a pal-
lier ce manque en formalisant un vérificateur d’assertions a ’exécution pour des propriétés
arithmétiques entieres. La principale difficulté réside dans la modélisation d’un générateur
de code pour les propriétés visées qui génere du code a la fois correct et efficace. Ainsi, le
code généré repose sur des entiers machines lorsque le générateur peut prouver qu’il est
correct de le faire et sur une bibliotheque spécialisée dans 'arithmétique exacte, correcte
mais moins efficace, dans les autres cas. Il utilise pour cela un systeme de types dédié. En
outre, la logique considérée pour les propriétés inclue des constructions d’ordre supérieur.
L’article présente également une implémentation de ce générateur de code au sein d’E-
ACSL, le greffon de Frama-C dédié a la vérification d’assertions & I’exécution, ainsi qu'une
premiere évaluation expérimentale démontrant empiriquement ’efficacité du code généré.

1 Introduction

Contexte. La vérification d’assertions a 'exécution (abbrégée en RAC! par la suite) est
une technique de vérification formelle consistant a vérifier la validité d’annotations formelles
(typiquement, des assertions) pendant l'exécution d’un programme [7]. RAC peut étre vue
comme une technique de compilation générant du code exécutable ou du code-octet a partir
d’annotations formelles, soit directement pendant la compilation, soit indirectement en générant
du code source qui est ensuite traduit en code exécutable a I'aide d’un compilateur classique.

Comparée aux méthodes formelles permettant de vérifier statiquement des propriétés for-
melles, comme la vérification de modeles [5], la vérification déductive [11] ou linterprétation
abstraite [21], RAC apporte des garanties moins fortes, car elle ne raisonne pas sur ensemble
des traces d’exécutions du programme mais uniquement sur celle en cours d’exécution (ou,
éventuellement, celles déja exécutées). En contrepartie, elle est plus légere & mettre en ceuvre
pour 'utilisateur, en ne requérant en particulier aucune expertise particuliere.

Bien qu’aussi ancienne que ses alternatives statiques, RAC a été nettement moins étudiée
que celles-ci d’un point de vue théorique [23]. Par exemple, les auteurs de Spec#, un langage de
spécification formelle pour C# permettant a la fois 'usage de RAC et de vérification déductive,
indiquent que leur < vérificateur & I’exécution est simple > 2, sans fournir plus de détails sur son
fonctionnement, tout en précisant néanmoins qu’il n’est pas suffisament efficace en pratique * [2].

*Le premier et le troisieme auteurs ont été financés par le programme de Recherche et Innovation Horizon
2020 de I’Union Européenne sous ’accord numéro N° 883242, projet ENSURESEC.

1. pour Runtime Assertion Checking.

2. “The run-time checker is straightforward”.

3. “the run-time overhead is prohibitive”.
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Voila en effet tout 'enjeu de RAC : générer du code permettant de vérifier des propriétés
a l’exécution, a la fois correctement, i.e., en ne se trompant pas sur les verdicts de validité des
propriétés vérifiées, et efficacement, i.e., en minimisant les surcotts a I’exécution, aussi bien en
temps qu’en mémoire, induits par les vérifications effectuées.

Contributions. Cet article étudie ce probleme en se focalisant sur les propriétés arithmétiques
entieres. Celles-ci sont en effet intéressantes a plus d’un titre : d’'un point de vue utilisateur,
elles sont fondamentales car inévitables en pratique, tandis que, d’un point de vue théorique,
elles soulevent des problemes intéressants. En effet, les langages de spécification formelle mo-
dernes permettent exprimer ces propriétés dans Z, ’ensemble des entiers relatifs, alors que les
langages exécutables cibles reposent sur des représentations machines bornées (typiquement,
des intervalles finis d’entiers au lieu de Z). Pour RAC, il en résulte une tension entre correc-
tion et efficacité : la premieére requiert I'utilisation d’une bibliotheque spécialisée permettant de
modéliser fidélement Z et son arithmétique (par exemple, GMP 4 en C), au prix d’un surcofit non
négligeable a ’exécution, tandis que la seconde requiert 1'utilisation directe des représentations
machines bornées, au risque d’étre incorrecte.

Pour surmonter cette difficulté, nous utilisons ici un systeme de types dédié permettant
de reposer, d’une maniere correcte, sur une représentation machine bornée, lorsqu’il infere un
type suffisamment précis. Ce systéme de types est antérieur a nos travaux [12, 13] mais a été
étendu ici aux conditions ternaires et a trois nouveaux termes arithmétiques d’ordre supérieur
représentant une somme X7, f(¢), un produit I, f(¢), et un dénombrement d’éléments d’un
ensemble d’entiers satisfaisant une certaine propriété P. L’apport principal de nos travaux réside
néanmoins en la formalisation de la phase de génération de code en présence d’un tel systeme,
ce qui n’avait encore jamais été réalisé. Nous présentons également I'implantation qui en a été
faite dans E-ACSL [24], le vérificateur d’annotations & I'exécution de Frama-C [3], une plateforme
ouverte pour ’analyse de programmes C, ainsi qu'une premiere évaluation de 'efficacité du code
généré pour les constructions d’ordre supérieur. En résumé, nos contributions sont les suivantes :

— une extension & l'ordre supérieur du systéme de types d’E-ACSL [12, 13];

— une formalisation du générateur de code reposant sur ce systeme de types;

— une présentation de I'implémentation de ce générateur de code dans E-ACSL;

— une évaluation de l'efficacité du code généré pour les constructions d’ordre supérieur.

Travaux connexes. Y. Cheon [(] s’est, le premier, intéressé & la formalisation d’un vérificateur
a Pexécution lié & JML [14], un langage de spécification formelle pour Java. Il ne démontre
néanmoins aucun résultat. En outre, il ne s’est pas intéressé a ’arithmétique, étant donné que,
a I’époque de ces travaux (le tout début des années 2000), Parithmétique de JML était exacte-
ment celle de Java : la traduction était donc exactement la fonction identité. On peut néanmoins
mentionner le fait que notre notion de macros, présentée section 5.1 et sur laquelle se fonde
notre traduction de 'arithmétique entiére, est proche de sa notion de contexte introduite pour
générer le code des constructions indéfinies de JML, comme 1/0.

Par la suite, H. Lehner [15] a formalisé en Coq une large partie de la sémantique de JML,
tout en définissant et prouvant correct un algorithme pour le RAC d’une construction complexe
(la clause assignable de JML, spécifiant les zones mémoires potentiellement écrites par une
fonction), mais cette construction est indépendante des constructions arithmétiques.

Plus récemment, plusieurs travaux ont eu lieu autour d’E-ACSL. Nous avons déja mentionné
ceux liés a son systeme de types permettant de générer du code efficace pour l'arithmétique
entiere [12], étendue aux rationnels [13]. Ils n’abordent cependant pas le probleme de la génération
de code. G. Petiot a le premier, formalisé une transformation de programme proche d’E-ACSL

4. https://gmplib.org/
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incluant Parithmétique entiere exacte [18], mais sans s’intéresser au probleme d’optimisation.
D. Ly s’est également intéressé a une telle transformation, mais centrée sur les propriétés
mémoires [16]. En particulier, tous les entiers sont bornés.

Enfin, trés récemmment, C. Pascutto et J. C. Fillidtre ont proposé Ortac, un vérificateur a
lexécution de propriétés formelles pour des programmes OCaml [9]. Il repose sur un mécanisme
similaire & celui d’E-ACSL pour générer du code efficace pour l'arithmétique. Néanmoins, le
mécanisme de génération de code n’est pas détaillé. A fortiori, il n’est pas formalisé.

Par ailleurs, W. Dietz, P. Li, J. Regher et V. Adve [8] proposent de tester & ’exécution si
une opération entiere provoque un débordement. Leur méthode pourrait étre combinée a notre
systeme de types lorsque ce dernier ne permet pas de conclure si le calcul peut ou non étre fait
avec des entiers machines bornés. Il est néanmoins a noter que leur solution repose explicitement
sur LLVM, alors que notre systéme est indépendant du compilateur et du systéme sous-jacent.

Plan. D’abord, la section 2 présente un exemple complet, tandis que la section 3 introduit la
syntaxe et la sémantique de nos langages d’étude. Ensuite, la section 4 présente notre systeme
de types et la section 5 formalise le générateur de code. Enfin la section 6 présente sa mise en
ceuvre dans E-ACSL et une évaluation empirique de l'efficacité du code généré.

2 Exemple complet

Cette section introduit un exemple afin d’illustrer concretement le probleme. Considérons
une machine 64-bit exécutant un programme C contenant trois variables entieres a, b et n, et
supposons que l'on veuille vérifier a ’exécution que la somme des carrés des nombres entre a
et b est inférieure a n, autrement dit que Ez:akQ < n.

11 est possible pour cela d’utiliser le langage de spécification ACSL [4] afin d’écrire & I’endroit
adéquat du programme l’assertion /*@ assert \sum(a, b, \lambda integer k; k * k)<
n; */ et d’utiliser le greffon E-ACSL [24] de Frama-C [3] afin de transformer 1’annotation en
code C a compiler avec le reste du programme. En supposant que n soit un entier de type
int codé sur quatre octets, la Figure 1 présente des versions, tres légerement simplifiées a des
fins didactiques, des deux traductions possibles effectuées par E-ACSL, en fonction du type des
variables a et b (char codé sur un octet & gauche et int codé sur quatre octets a droite).

On peut remarquer que les deux versions du code généré suivent la méme structure, a
savoir d’abord des déclarations et initialisations des mémes variables temporaires (sauf pour
les types et pour les variables __n et __eq présentes & droite et pas & gauche), ensuite une
boucle permettant d’itérer sur tous les nombres entre a et b et calculant la somme  sum de
leurs carrés, enfin une comparaison de cette somme avec n. Néanmoins, les types des variables
générées et les opérations associées different fortement.

En effet, dans la version de gauche pour laquelle a et b sont de type char, et donc avec
des valeurs comprises entre -128 et 127, E-ACSL utilise un systéme de types dédié pour inférer
automatiquement que la somme des carrés entre a et b est nécessairement comprise entre 256 X
(—128) x 127 = —4161 536 et 256 x (—128)? = 4194560 car le nombre maximal de valeurs entre
a et b inclus est 256 et que le plus petit (resp. grand) carré calculé est —128x 127 (resp. (—128)?) :
il s’agit d’une sur-approximation des résultats possibles, qui peut sembler importante mais qui
est néanmoins suffisante pour conclure que tous les calculs peuvent étre effectués dans le type
int, dont les valeurs sont comprises entre —23! et 231 — 1, sans aucun risque de dépassement
arithmétique. En conséquence, le code généré repose sur ce type de données.

Néanmoins, lorsque les variables a et b sont de type int comme dans la version de droite, et
en suivant le méme raisonnement, E-ACSL infere automatiquement que la somme des carrés est,
cette fois, nécessairement comprise entre 232 x (—231) x (231 —1) = —294 4262 ef 232 x (7231)2 =

3
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// code si a et b sont de type char: 1 // code si a et b sont de type int:
int __k; 2 long _ k;
int  one; 3 long  one;
int __cond; 4 int __cond;
int __lambda; 5 __mpz_t __lambda;
int __ sum; 6 __mpz_t __sum;
__one = 1; 7 __mpz_ t __n;
~_cond = 0; s int  eq;
__lambda = 0; 9 one = 1;
~ sum = 0; 10 __cond = 0;
__k = (int)a; 11 __gmpz_init_set_si(__lambda,0L);
while (1) { 12 __gmpz_init_set_si(__sum,0L);
__cond = __k > (int)b; 13 __k = (long)a;
if (__cond) break; 14 while (1) {
else { 15 __cond = __k > (long)b;
_ _lambda = __k * __k; 16 if (__cond) break;
~_sum += __lambda; 17 else {
k4= __ one; 18 { __mpz_t __1;
} 19 __gmpz_init_set_si(__1, _k =
} __k);
__e_acsl_assert(__sum < n); 20 __gmpz_set(__lambda, __1);
21 __gmpz_clear(__1); }
22 __gmpz_add(__sum,__sum, __lambda) ;
23 k4= _ one;
24 }
25 }
26 __gmpz_init_set_si(__n,(long)n);
27 __eq = __gmpz_cmp(__sum,__n);
28 __e_acsl_assert(__eq < 0);
29 __gmpz_clear(__lambda) ;
30 __gmpz_clear(__sum);
31 __gmpz_clear(__n);

F1GURE 1 — Code généré par E-ACSL pour vérifier que la somme des carrés entre a et b est
inférieure & n en supposant, a gauche (resp. droite), que a et b sont de type char (resp. int).
294 ce qui inclut des entiers bien au-dela de ceux représentables par une machine 64-bit. Par
conséquent, afin de ne pas risquer un dépassement arithmétique, E-ACSL choisit de reposer sur
des entiers GMP en précision arbitraire, de type __mpz_t, pour générer le code. Ainsi, toutes les
opérations sur ces entiers sont effectués via des appels de fonctions définies dans la bibliotheque
GMP, sans compter que chaque entier GMP doit étre désalloué apres utilisation via un appel a
la fonction __gmpz_clear. On peut aussi noter que le type utilisé pour 'indice de boucle __k
est long car E-ACSL infere qu’a l'issue de la derniére itération de la boucle, cette variable peut
valoir, dans le pire des cas, 231 — 1+ 1 = 23! ce qui n’est pas représentable dans le type int
mais I'est dans le type long dont la plus grande valeur est 263 — 1.

Ainsi, E-ACSL génere du code reposant sur des entiers machines efficaces lorsque son systeme
de types lui indique qu’il est toujours correct de le faire, alors qu’il utilise des entiers GMP, un
ordre de magnitude plus lent, lorsque son systeme de types estime qu’il existe une possibilité
de dépasser le plus petit ou le plus grand des entiers représentables.

3 Langages d’étude
Cette section introduit la syntaxe (section 3.1) et la sémantique (section 3.2) des langages

qui serviront de support a notre formalisation. Il s’agit de versions simplifiées des langages C
et ACSL, intégrant également la bibliotheque GMP.

4



Formalisation d’un vérificateur d’assertions arithmétiques a ’exécution T.Benjamin, F. Ridoux et J. Signoles

(statement) ::= (variable) ‘=" (expression) affectation <ex|pre<if;::1>ble:>:: (integer) variable entiore
| (statement) ‘;’ (statement) séquence . . 1y G_3 iyd g0
PPN ’ N . , | (expression) o (expression) o€ {7 )
| “if C (expression) )’ (statement) ‘else’ (statement) : ;
condition i) e <€
chile(’ o) )0 {10, <=7, 7, e 2}
|  ‘while(’ (expression) ‘)’ (statement) boucle
| /%@ assert’ (predicate) ‘; */’ assertion logique
| ‘assert(’ (expression) ‘)’ assertion programmatique
| (mpz statement) appel & GMP
(a) Syntaxe du langage mini-C.
; term) ::= (integer)
(predicate) ::= ‘\true’ ( ; . L
e e b i
term) < (t q (O tgmt s tead tmm) 2 :
| iy CUDTITPIETERAT ] erm) o (term) o W 1)
. AN . | (predicate) ‘?’ (term) ‘:’ (term) terme conditionel
| (predicate) ‘||’ (predicate)
| \sum(C (term) ‘,” (term) ¢, \lambda’ (binder) *;’
(term) )’
| “\productC (term) ¢,” (term) ¢, \lambda’ (binder) ‘;’
term) )’
| S\numoif(’ (term) ¢, (term) ¢, \lambda’ (binder) ‘;’
(predicate) ‘)’
b) Syntaxe du langage mini-ACSL.
Y gag
(mpz statement) ::= ‘mpz_init(’ (variable) ¢)’ allocation d’un mpz
| ‘mpz_set_int(’ (variable) ‘,’ (expression) ‘)’ affectation d’un entier mini-C dans un mpz
| ‘mpz_set_mpz(’ (variable) ‘,’ (variable) )’ affectation d’un mpz dans un autre
| ‘mpz_clear(’ (variable) )’ dé-allocation d’un mpz
| ‘mpz_add(’ (variable) ¢,” (variable) ¢, (variable) )’ addition de deux mpz
| ‘mpz_sub(C (variable) ¢,” (variable) ¢, (variable) )’ soustraction de deux mpz
| ‘mpz_mul(C (variable) ¢,” (variable) ¢, (variable) )’ multiplication de deux mpz
| ‘mpz_div(’ (variable) ¢,’ (variable) ¢,” (variable) )’ division de deux mpz
| (variable) = ‘mpz_cmp(’(variable) ‘,’ (variable) )’ comparaison de deux mpz

(c) Syntaxe du langage mini-GMP.
FIGURE 2 — Syntaxe des langages d’étude.

3.1 Syntaxe

La syntaxe de nos langages d’étude est présentée dans la Figure 2. Ces langages, au nombre
de trois, sont appelés mini-C, mini-ACSL et mini-GMP et sont inter-dépendants. Le premier,
mini-C, est le langage de programmation et correspond a un sous-ensemble du langage C. Les
instructions (statements) sont constituées d’affectations et des structures de controle les plus
classiques, étendues aux assertions logiques et programmatiques ainsi qu’aux appels a GMP. Les
assertions logiques correspondent aux assertions ACSL et sont celles qui doivent étre traduites
en code C pour étre exécutées, tandis que les assertions programmatiques sont justement les
assertions exécutables vers lesquelles sont traduites les assertions logiques. Elles correspondent
aux appels & __e_acsl_assert dans la Figure 1 (lignes 21 a gauche et 28 a droite).

Les expressions, quant a elles, sont limitées aux opérateurs arithmétiques et aux compara-
teurs logiques classiques. Le seul type supporté est int. L’extension aux autres types d’entiers
bornés du C, comme unsigned long, ne pose aucun probléme théorique, mais complique inuti-
lement le propos. L’extension aux nombres flottants, considéré dans [13], n’est pas étudiée ici,
quoique supportée en pratique (voir section 6).

Le langage mini-ACSL introduit les termes et les prédicats utilisés par les assertions logiques.
Il définit une logique propositionnelle dans laquelle les termes peuvent contenir des conditions
ternaires, des entiers en précision arbitraire, des variables venant du monde programmatique
mini-C ou liées a des lambda-expressions. Par la suite, les premieres seront nommées variables et
les derniéres lieurs. Les lieurs sont présents dans les trois constructions spécifiques \sum(a,b,f),
\product(a,b,f) et \numof (a,b,p) dénotant respectivement la somme ZZZCL f(k), le produit
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sz o f(k) et le nombre d’élements dans I'intervalle [a, b] satisfaisant le prédicat p, autrement
dit un dénombrement. Par convention, et pour distinguer aisément les variables des lieurs,
les premieres seront notées x et les secondes seront notées &, éventuellement suffixées d'un
indice. On peut également noter que les connecteurs logiques sont limités a la négation et a la
disjonction, ce qui est suffisant pour encoder les autres. L’extension a une logique du premier
ordre, considérée dans les travaux passés [12, 13], n’est pas étudiée ici pour simplifier le propos.

Le langage mini-GMP introduit les appels a la bibliotheque GMP. Les variables en argument
des fonctions sont des variables GMP modélisant des entiers en précision arbitraire. La variable
stockant l’entier résultant de la fonction mpz_cmp est une variable mini-C. Les variables GMP
sont des pointeurs qui doivent étre alloués et désalloués wvia, respectivement, a des appels a
mpz_init et clear. Ces variables peuvent étre inialisées via a un appel a mpz_set_int ou
mpz_set_mpz en fonction du type de I'expression en argument (type int ou entier GMP). Les
opérations autorisées sur les entiers GMP sont les quatre opérations arithmétiques usuelles et
la comparaison avec mpz_cmp.

3.2 Sémantique

Les sémantiques dynamiques des trois langages présentés a la section précédente sont définies
a I'aide d’une sémantique opérationnelle a grand pas, décrite dans la suite de cette section.

Notations. Etant donné deux ensembles X et Y, on note f : X — Y pour indiquer que f
est une fonction partielle de X vers Y, que l'on voit comme une fonction f: X — Y & L1, ou
Pélément L signifie que la fonction n’est pas définie. On note cod(f), le co-domaine de f. Etant
donné une fonction f : X — Y et deux éléments x € X,y € Y, on note f{z + y} la fonction
qui coincide avec f en tout point, sauf en x ot 'on a f{z + y}(x) = y. Par ailleurs, on note
B = {V, F'}, I'ensemble des valeurs de vérité.

Une police de caracteéres monospace est utilisée pour représenter les opérateurs et compa-
rateurs syntaxiques (par exemple + et < pour l'addition et 'inégalité stricte mini-C), et une
police proportionnelle pour représenter les opérateurs et comparateurs sémantiques correspon-
dant (par exemple + et < pour les opérateurs correspondants aux précédents). Un opérateur
(resp. comparateur) générique est noté o (resp. <) et sa version sémantique correspondante
est notée & (resp. 4 ) Par extension, la constante entiere correspondante a une constante
syntaxique entiere z de nos langages sera notée 2z .

Variables, lieurs, valeurs et environnements. L’ensemble infini dénombrable des va-
riables programmatiques de nos langages est noté V), tandis que celui des lieurs logiques est
noté L. En outre, on note Int 'ensemble des valeurs possibles d’une variable de type int et
Mpz ’ensemble des valeurs possibles d’une variable de type mpz. L’ensemble des valeurs est
ainsi V £ Int W Mpz, c’est-a-dire I'union disjointe de ces deux ensembles de valeurs. De plus,
étant donné une constante entiere syntaxique z de mini-C ou mini-ACSL, on note 2"t et 2™P? les
valeurs entieres correspondant a z encodée respectivement dans le type int et dans le type mpz,
de maniere & ce qu'un élément de V soit nécessairement de la forme 2™ ou z™P?. On appelle
unwrap : V — Z la fonction qui renvoie 'entier codé par une valeur. Cette fonction vérifie donc
les propriétés unwrap(n™?) = n et unwrap(n'") = n.

Enfin, un environnement programmatique, noté A, est une fonction partielle des variables
vers les valeurs, c’est-a~dire A : YV — V. Symmétriquement, un environnement logique, noté A,
est une fonction partielle des lieurs vers les entiers, c’est-a-dire A : £L — Z. Par la suite, on
appelle environnement étendu un couple A, A constitué d’un environnement programmatique
et d’un environnement logique.
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AANEpp=>D AAEpp1 =V
A, AEp \true=V A/ A=, \false=F A AR, !'p=-b A AEppillpe=>V

AAEpp1=F A AEppr=b A AEiti=v1 A At = v2
A Ay pillps=b A, Ay t1 4t = 1140

(a) Sémantique des prédicats.

Az) = 2™ A == A, At = v A, AEta = v
AAEz=2 AAErz=>2 AAEE=2 A, Ay tlot2 = v1dvs
AAE,p=V AAEiti=v1 A AE,p=>F A At = vs
A, ANEpp?tsita = vy A, AfEp p7ty ity = v2
A, At = v A, A Epta = v2 A AE t =0 A, A= ta = v
Vk € [v1,v2], A, A{€ «— k} =4 t3 = vF Vk € [v1,v2], A, A{€ + k} = t3 = vf

v v
A, A ¢ \sum(t1, t2, \lambda &; t3) = Z ’U§ A, A |=¢ \product(ty, t2, \lambda; t3) = H v§
k=vy k=wvy
A, A ¢ \sum(t1, t2, \lambda&; p?1:0) = v
A, A |=¢ \numof(ty, t2, \lambda &; p) = v

(b) Sémantique des termes.

FIGURE 3 — Sémantique du langage mini-ACSL.

Sémantique statique. Dans un souci de simplicité, les systemes de types des langages mini-
C, mini-GMP et mini-ACSL, c’est-a-dire leurs sémantiques statiques, ne sont pas décrits. On
suppose néanmoins les programmes en entrée bien typés.

Sémantique des prédicats et des termes. La Figure 3a présente la sémantique des
prédicats en utilisant un jugement A, A |=, pred = b exprimant le fait que, dans I'environne-
ment étendu (A, A), le prédicat pred s’évalue en une valeur de vérité b € B. De la méme maniére,
la Figure 3b présente la sémantique des termes, en utilisant un jugement A, A =; term = v
exprimant le fait que, dans I’environnement étendu A, A, le terme term est évalué en I'entier
v E L.

La plupart de ces regles sont classiques et ne méritent pas d’explication particuliere. Les deux
opérateurs d’ordre supérieur \sum et \product sont évalués vers leurs équivalents mathématiques,
tandis que 'opérateur de dénombrement est encodé sémantiquement comme une somme. En
outre, on peut noter qu’on ignore ici, a des fins simplificatrices, le probleme des valeurs indéfinies,
qui résulteraient par exemple de ’évaluation de termes comme 1/0.

Sémantique des expressions. La Figure 4a présente la sémantique des expressions en utili-
sant un jugement noté A =, expr = v, qui exprime le fait que I'expression expr dans I’environ-
nement A est évaluée en la valeur v € V. La encore, ces régles sont usuelles, a ceci pres qu’elles
modélisent les débordements arithmétiques. Pour ce faire, min;,; et max;,; désignent respec-
tivement le plus petit et le plus grand entier qui que 'on peut coder avec un int, c’est-a-dire
respectivement —23! et 23! — 1 en considérant 'exemple de la section 2.

Sémantique des instructions. La Figure 4b présente les regles de sémantique pour les ins-
tructions en utilisant un jugement noté Ay =, instr = A, exprimant le fait que 'instruction
instr est évaluée en un environnement As a partir d’'un environnement A;. Cette sémantique
est standard pour un tel fragment du langage C, méme si elle contient une sémantique des asser-
tions et du langage mini-GMP permettant de manipuler le type mpz. Concernant les assertions,
on peut noter que la sémantique est dite bloquante [10], ¢’est-a-dire qu’une assertion logique
(respectivement programmatique) ne peut étre exécutée que si son prédicat en argument est
évalué a V (resp., son expression en argument est évaluée a une valeur entiére non nulle).
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min_int < 2 < max_int Az) = 2™
t

t

Ay z= 3" Alez= 2"

int int . N . .
AlEcer = 21" AlEe ez = 22" min_int < 21620 < max_int

Al=eer0e2= (zlézz)i"t

A Ee e1 = 2™ A =e e2 = 22™  z1d4za A =e €1 = 2™ A Ee €2 = 2o (214 22)
int A':e€1<]62:>0

int

A‘:a61<162:>1

(a) Sémantique des expressions.

t

A ‘:e e = Zin A |:S s1 = Ay Asg ‘:S So = A3

AbEsz=e= Alx « 2™} Ay s s1382 = Ag
Alee=>0" Albgsa=Ar AlEce=2" 2M#£0 Al = A
A = if (e) s1 else s2 = Ao A = if (€) s1 else so = Ay
Akee= 0™ AlEce= 2" 2#0 ApEss= Ay A, |=, while(e) s = Ag
A =5 while (e) s = A A =5 while (e) s = Ag
ADEpp=>V ApEce= 2" 2#0

A =5 /%@ assert p; ¥/ = A A =, assert(e); = A

Adz) = L Az) # L
A s mpz_init(z);= A{z «+ 0™} A =, mpz_clear(z); = A{z + L}

A@#L Al e= 2" Alz) # 1L A(y) ==
A =, mpz_set_int(z, e); = A{x + 2™} A |=; mpz_set_mpz(z, y); = A{z «+ 2"}

Alz) #L Ay) =v," A(z) =0v."™ Ay) = v, A(z) =0v,™
Al=s mpz_o(z, y, 2); = Az + (vy ¢ v:)™} A=, o =mpz_cmp(y, 2); = A{z + (compare(vy, v2))™}

(b) Sémantique des instructions.

FIGURE 4 — Sémantique des langages mini-C et mini-GMP.

Concernant les instructions mini-GMP, un appel a mpz init permet d’allouer une nou-
velle variable mpz initialisée a 0, tandis que mpz_clear effectue 'opération inverse, a savoir
désallouer son argument. Notons que nous modélisons le fait qu'une variable z est allouée dans
Penvironnement A par la propriété A(z) # L. La fonction mpz_ set_int (resp. mpz_set_mpz)
permet d’affecter un entier de type int (resp. mpz) & un entier mpz correctement alloué, tandis
que mpz_add, mpz_sub, mpz mul, mpz div et mpz cmp permettent de, respectivement, ad-
ditionner, soustraire, multiplier, diviser et comparer. Les deux premieres opérations stockent
leur résultat respectif dans un troisieme entier mpz préalablement alloué. La sémantique de la
comparaison, quant & elle, repose sur une fonction compare : Z x Z — 7 définie par

1 siz >y;
compare(z, y) =< 0 siz=y;
-1 sixz<y.

Cette sémantique est plus précise que celle indiquée par la documentation de GMP, qui se
contente de spécifier le signe et non la valeur exacte. Par la suite, nous n’utilisons cette fonction
que pour faire des tests a 0. Cette sur-spécification n’a donc aucune incidence.

Il est important de remarquer que cette sémantique des entiers mpz permet de simuler le
fait que le type mpz soit équivalent & un pointeur °, sans avoir besoin d’intégrer explicitement
les pointeurs (ou les tableaux) dans nos langages d’étude. Ce modele simplifié des entiers mpz

5. En réalité, il s’agit d’un tableau & un unique élément, ce qui est sémantiquement équivalent & un pointeur
si on s’affranchit des subtilités du typage du C.
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est néanmoins suffisant pour exprimer, outre les propriétés sémantiques sur les valeurs entieres,
les propriétés relative a la bonne formation des programmes par vis-a-vis de ’allocation, y
compris 'absence de fuite mémoire si chaque entier alloué avec mpz init est finalement libéré
en appelant mpz_ clear. Il s’agit alors de vérifier que, a la fin de 'exécution, le programme
atteint un environnement A tel que, pour toute variable z de type mpz, on a A(z) = L.

4 Systeme de types pour une génération de code efficace

Cette section présente le systeme de types permettant de décider si le code généré repose sur
des entiers et une arithmétique machine bornée, efficaces mais potentiellement incorrects, ou sur
des entiers et une arithmétique en précision arbitraire, inefficaces mais nécessairement corrects.
Ce systeme repose sur une inférence d’intervalles permettant de déterminer un ensemble d’en-
tiers consécutifs (autrement dit, un intervalle) le plus petit possible contenant nécessairement
I’ensemble des valeurs d'un terme. Le jugement d’évaluation est noté I' F ¢ : I et spécifie que les
valeurs du terme ¢ sont incluses dans l'intervalle I dans '’environnement I'. On note également
Ir(t) lintervalle I résultant de cette évaluation. Sil et u sont les valeurs respectivement mini-
male et maximale d’un intervalle, ce dernier est noté [I; u]. L’union de deux intervalles [I1;u;] et
[l2; ug] est Uintervalle [I1;u1] U [lo; ug] = [min(ly, l2); max(u1, ug)]. Par convention, un intervalle
[l;u] avec I > u est l'intervalle vide.

La Figure 5 introduit le systeme de regles d’inférence définissant I' F ¢ : I. Les cinq premieres
regles, déja présentées dans [12], introduisent les cas des constantes entieres, des variables
arithmétiques et logiques et des opérateurs arithmétiques. On peut en particulier noter que
Iintervalle d’une variable programmatique correspond a celui défini par la plus petite et la
plus grande valeur représentable dans son type (nécessairement int dans notre contexte) :
de ce fait, notre inférence d’intervalle s’abstrait du contexte du programme et reste locale a
I’assertion dans laquelle le terme est évalué. La sixieéme regle correspond au cas de 'opérateur
de condition ternaire. L’intervalle résultant est I'union des intervalles issus des deux branches
de la condition. En pratique, et méme si ce n’est pas présenté ici, il est possible d’optimiser ce
cas en fonction de la forme de la condition. Par exemple, si cette derniere est le prédicat £ > 0,
Iintervalle associé a ¢ dans I’environnement peut étre réduite a ses valeurs positives lorsqu’on
évalue t1 et a ses valeur strictement négative lorsqu’on évalue to. Effectuer de telles réductions
sur les conditions est standard, notamment en interprétation abstraite [21].

Les neuf derniéres regles gerent le cas des termes d’ordre supérieur. Les trois premieres
d’entre elles correspondent au cas de la somme. Dans chaque cas, 'intervalle du terme t3 est
calculé dans l'environnement I' étendu & la variable £ a laquelle est associé 'intervalle [I; us],
correspondant aux nombres inclus entre la valeur minimale de la borne inférieure et la valeur
maximale de la borne supérieure. On peut noter que cet intervalle est vide si 1 > ug, c’est-a-
dire si la borne inférieure est nécessairement strictement plus grande que la borne supérieure.
La borne inférieure (resp. supérieure) de l'intervalle résultant est la borne inférieure (resp.
supérieure) de l'intervalle du corps t3 du terme ¢, multipliée par la cardinalité minimale (resp.
mazimale) de lintervalle associé & &, modulo les problemes de signe qui générent les trois
différents cas en fonction du fait que l'intervalle inféré pour t3 soit positif, négatif, ou puisse
contenir 0. La cardinalité d’un intervalle est introduite par 'opérateur § défini comme suit :

_Ja—=b+1 sia>b
8(a,b) = { 0 sinon.

Considérons de nouveau 'exemple de la section 2, et en particulier le terme Zb:akQ avec a
et b deux variables programmatiques de type int. Leur intervalle est donc le méme, a savoir
[min;,e; max;ng], c’est-a-dire —231 et 231 —1 en considérant des int représentés sur quatre octets.

9
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el
TEz:[z;2] T Fa:[mingg;maxig] D EE:T(E)

TEty:[li;ul] DEta:[lasus] (0# /ou0 ¢ [l2;us])
T'Etioty: [min(h Ola,l1 o uz,ur ©l2,ur ouQ);max(ll Ola,l1 oug,ur ©la,ur <>’u.2)]

TEt:[li;ul] TEty:[losus] O0€[logsue] TEti:I; TEty: I
L Et1/ to: [min(ly, —u1); max(—I1,u1)] TEp?t ite: [ U

TEty:[li;ur] TEta:[lajus] T{E <« [l1;u2]} Ftz:[ls;ug] 0<l3
T F \sun(t1, t2, \lambda&; t3) : [Is X 0(l2,u1);us X 8(uz,!1)]

PEt:[liyua] TR [lojue] T{E < [Lisu2]} Fég:[lssus] 13 <0< ug
T & \sun(t1, t2, \lambda§; t3) : [Is X 0(uz,l1);us X 8(uz,l1)]

LEty:[lisul] DEte:[losue] T{€ <+ [l1;u2]} Fits: [lz;uz] us <0
T E \sum(t1, t2, \lambda&; t3) : [ls X 6(uz,l1);us X 6(l2, u1)]

TEt;:[li;ur] TEt:[lajus] T{E <« [l1;u2]} Ftz:[lzg;us] 0<I3
T' E \product(t1, t2, \lambda §; t3) : [l35(12,u1);u35(u2,l1)]

TEt:[li;ul] TEto: [lajus] T{E «+ [lisu2]} Ftg:[lg;us] I3 <0<wus |[l3] > us
I' F \product(ty, t2, \lambda&; t3) : [ug{s(“%ll);ugs(“2‘11>]

TEt:[li;ur] TEto:[ljus] T{E < [li;u2]} Ets:(ls;us] I3 <0< wus |l3] <wus
T" F \product(ti, to, \lambda&; t3) : [l3 X ugé(u2’l1)71;u35(u2’l1)]

TEt:[li;u] DEta:[lagsue] T{E+«+ [l1;u2]} Fits:[lg;us] uz <0 8y =(uz,l1) #1
I E \product(t1, t2, \lambda§; t3) : [—((—13)""); (—13)°" ~° "2

TEt:[li;ul] TEto: [lajus] T{E «+ [Lisu2]} Etg:[lg;us] uz <0 8y =68(uz,lh)=1
T E \product(1, tz, \lambda &; t3) : [—((—l3)°%); (—13)°%]

' E \sum(¢y1, t2, \lambda&; p?1:0): T
T F \numof(¢1, to, \lambda&; p) : I

FIGURE 5 — Inférence d’intervalles.

L’intervalle associé & la variable logique k est donc aussi [—231;23! — 1], ce qui permet d’inférer
que celui de k? est [—2624231:262]6. On applique donc la deuxiéme des trois régles de la somme
pour conclure que lintervalle résultant est [(—262+231) x §(231 —1, —231), 262 x §(231 —1, —231)],
c’est-a-dire [—29% + 262;294] car, ici, le résultat des deux applications de J est exactement 232,

Les cing regles pour le produit sont duales de celles pour la somme, mais reposent sur des
puissances en lieu et place de produits pour les bornes minimale et maximale des intervalles
résultants. En outre, deux cas sont optimisés via deux regles dédiées. Le premier survient
lorsque l'intervalle du lambda-terme peut contenir 0 et que sa valeur minimale est plus petite
en valeur absolue que sa valeur maximale, par exemple l'intervalle [—3;5]. Dans ce cas, si le
nombre d’itérations maximal est n, alors une borne inférieure correcte est —3 x 5" 1, ce qui est
meilleur que (—5)", résultant du calcul par défaut. Le second cas optimise un produit lorsque son
lambda-terme est nécessairement négatif avec un nombre d’itérations impair plus grand que 1 :
on sait alors que le résultat, négatif, n’est pas une borne maximale (positive) et, donc, on peut
itérer une fois de moins. La derniére regle introduit l'intervalle de 'opérateur de dénombrement
en le réduisant au cas de la somme a laquelle il est équivalent.

Maintenant que I'inférence d’intervalle a été présentée, nous pouvons nous concentrer sur le
systeme de types proprement dit, introduit par deux jugements d’évalution I' -t : 7 <= 75 et
', p: 71 <= 72 pour les termes et les prédicats, respectivement, et signifiant informellement

6. On peut noter au passage la perte de précision sur la multiplication, liée & la non-prise en compte des
relations entre ses arguments, et plus précisément du fait qu’il s’agit du cas particulier d’un carré.

10
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TEz:1 r+t:7 7' <7
I't2:0I) Traz:int TFE:0(0(x)) THt:7

Prti:7 TDhrity:r T=0(Ip(t10t2)) Thrpp:int Tkt :7 Tkt
Thti0te:T 7 ThEp?tyita:T

Tty :7 Thito:r IT=Ip(t1)UIp(ta) 7 =60(U) T{€<+ I}Ft3:7 name € {sum, product,numof}
I F \name(t1, t2, \lambda&; t3) : 7 <= 7’

I'bty:7m Thte:rm 7=0(Ip(t1)UIr(¢t2)) T Fpp1:int Ik, po:int
I'bkp \true:int I'F, \false:int Phpty Qi :int <= 7 'ty pillp2 @ int

FIGURE 6 — Systeme de types.

< dans l'environnement I, le résultat de la traduction du terme t (resp. du prédicat p). peut
étre de type 71 et I'opération arithmétique associée doit étre effectuée avec le type 1 >. Cette
distinction entre types du résultat et de 'opération est nécessaire pour typer précisément les
opérateurs monotones décroissants, comme la division, pour lesquels le résultat peut étre petit
(et donc tenir dans un int), méme si les arguments (et notamment le dénominateur pour la
division) sont grands (ce qui nécessite de calculer la division en précision arbitraire). Elle peut
néanmoins étre omise lorsque les deux types sont les mémes, auquel cas on écrit juste 7 au lieu
de 7 += 7. En outre, on muni notre algebre de types, restreinte aux types int et mpz dans cet
article, d’une relation d’ordre notée < : en complément de son caractere réflexif, elle permet de
spécifier que le type int est plus petit que le type mpz.

La Figure 6 introduit les regles des deux jugements de typage. Elles utilisent notamment
un type 6(I) correspondant au plus petit type pouvant représenter l’ensemble des valeurs de
I'intervalle I. Il S’agit donc du type int lorsque I est inclus dans l'intervalle [min;,,; max;pne] et
du type mpz sinon. Ces jugements de typage sont similaires &, quoique plus simples que, ceux
déja introduits dans les travaux passés [12, 13], & 'exception des sixieéme et septieme regles,
qui permettent respectivement de déduire le type d’une condition & partir du type de ses sous-
termes, et de typer les quantificateurs étendus a partir du type de leur corps, en prenant garde a
introduire correctement la variable liée dans ’environnement I'. On peut noter que la quatrieme
regle est une régle standard de subsomption introduisant du sous-typage [19]. Grace & elle, notre
systeme de types peut déduire que tout terme de type int peut étre utilisé dans un contexte
ol un terme de type mpz est attendu. Ainsi, arbre ci-dessous utilise cette reégle (& l'extréme
droite) pour utiliser la variable n dans un contexte mpz dans la dérivation associée a ’exemple
de la section 2, dans le cas ol a, b et n sont de type int, et en notant I'y I’environnement dans
lequel k est associé & I'intervalle [—231;231 —1].

Tybk:int Tibk:int mpz= 9([—294 + 262;294])
Fa:int Fb:int I'u Fkxk:mpz< int Fn:int

F \sum(a, b, \lambda k; k * k) : mpz < int Fn:mpz
Fp \sum(a, b, \lambda k; k * k) < n : int +> mpz

Par la suite, on suppose que notre typeur a été exécuté sur le programme d’entrée afin
d’inférer le type de chaque terme et qu’on dispose ainsi d’une fonction 7 (¢) nous le fournissant.

5 Génération de code

Cette section présente la génération de code qui repose sur le systeme de types pour
décider s’il faut utiliser des entiers et des opérations machines ou GMP. Nous restreignons
cette présentation aux cas de la somme et du produit, celui du dénombrement étant un cas
particulier de somme et les autres générant du code moins complexe.

11
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Cadre d’étude. La génération de code est effectuée dans un environnement, appelé envi-
ronnement de traduction et prenant la forme d’une fonction € : £ — V), qui associe a chaque
lieur du programme source une variable fraiche dans le programme généré. La génération de
code pour un terme (resp. prédicat) est ainsi une fonction [-, -] qui associe, & un terme ¢ (resp.
un prédicat p), dans un environnement €2, un morceau de code généré. Ce morceau de code
est une séquence d’instructions conclue par une affectation du résultat de 1’évaluation dans
une variable fraiche distinguée. Cette séquence d’instruction peut éventuellement manipuler
d’autres variables fraiches, contenant notamment des résultats d’évaluation intermédiaire. Afin
de simplifier notre analyse, on gere séparément l'initialisation et la libération des variables
de type mpz et la transmission du résultat. On se focalise donc sur la liste des instructions
générées, hors initialisation et libération, que I'on note [, t]code. Par ailleurs, on note [, t]qect
la liste des variables fraiches de type mpz utilisées dans le programme [, t]code, €t I'on note
[, t]res la variable fraiche distinguée contenant le résultat de I’évaluation. La fagon dont les
variables fraiches sont générées et déclarées (non initialisées) dans le programme reléve du détail
d’implémentation. On suppose donc avoir acces a autant de variables fraiches que nécessaire,
chacune correctement déclarée mais non initialisée au préalable. L’acces a une telle variable =
est noté T pour rappeler cet état de fait.

On définit la fonction init_var (resp. init_vars) qui, étant donné une variable (resp. un en-
semble fini de variables) de type mpz, renvoie le code correspondant & sa (resp. leur) initialisation
de la fagon suivante :

init_var(z) = mpz_init(z);

init_vars({z1;...;2,}) = init_var(zy)...init_var(z,)

On définit de maniere duale clear vars(V) qui renvoie le code désallouant un ensemble V'
de variables de type mpz. Ainsi le code généré lors d’une traduction est-il le suivant :

[Q,t] = init_vars([Q, t]dcc); [2t]code; clear vars([€2, t]dec);

5.1 Définitions de macros dédiées

La prise en compte combinée des types int et mpz au moment de la génération de code
introduit une explosion combinatoire du nombre de cas a considérer. Considérons par exemple
le terme \product(t;, t3, \lambda x;t3). Le type renvoyé par la fonction 7 pour ce terme
peut-étre int ou mpz, et il en va de méme pour chacun des sous-termes ¢, to et t3. On a donc
un total de 2 X2 x 2 x 2 = 16 combinaisons différentes a traiter. Une approche trop directe de la
génération de code serait donc tres fastidieuse, d’autant plus lorsqu’on souhaite la formaliser.

Pour éviter cela, on définit un ensemble de macros, introduit a la Figure 7, permettant
de générer une instruction en fonction des types considérés. La macro operation _assignment
est spécialisable pour chacune des quatre opérations arithmétiques élémentaires. Dans ces
définitions, Q est 'environnement de traduction, 7 est le type de la variable résultat v, et ¢
est un terme arbitraire. Ces macros contiennent des cas indéfinis (marqués par l'instruction
assert false), qui sont prohibitifs. On s’appuie sur notre traduction de code et sur le systéme
de type, pour s’assurer de ne jamais appeler de macro dans I'un de ces cas prohibitifs.

Lemme 1 (Correction des définitions de macros). L’ensemble des macros définit a la Figure 7
génére du code ayant une sémantique bien typée et bien définie, c’est-a-dire plus précisément :

1. La macro int_assignment(r, v, 2) assigne & la variable v de type T un entier z de type

int. . .
ming,: < z < MaXint

A =, int_assignment (7, v, 2) = A{v++ 2"}

12
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int__assignment(7, v, z) := operation _assignment(Q2, 7,v,t) :=  condition(Q,c, 7,v,t) :=
match 7 with: match 7,7 (t) with: match 7,7 (t) with:
case int : case int, int : case int, int :
v = z; v = vo [ t]res; c = v <= [Qt]res;
case mpz : case mpz,mpz : case mpz, mpz :
mpz_set_int(v,2); mpz_op (v, v, [Q, t]res); ¢ = mpz_cup(v, [Q, t]res);
case mpz, int : c=c<0
var_assignment (2, 7, v, t) := var__assignment(Q, mpz, Z, t); case mpz, int
match 7,7 (t) with: mpz_op (v, Vv, T); var__assignment (2, mpz, T, t);
case int,int : case int,mpz : ¢ = mpz_cmp(v, T);
v = [Q, t]res; assert false; c=c<0
case mpz, int : case int,mpz
mpz_set_int (v, [Q, t]res) s assert false
case mpz,mpz :
mpz_set_mpz (v, [Q, t]res) s
case int,mpz :
assert false;

FIGURE 7 — Macros specification.

2. La macro var_assignment(Q, 7, v,t) assigne a la variable v de type T la traduction du
terme t dans l’environnement de traduction §2.

Tt) <™
A =, var_assignment(Q, 7, v, t) = A{v + (unwrap(A[Q, t]res))”

3. la macro operation _assignment(Q, 7, v,t) assigne a la variable v de type T le résultat
de lopération appliquée sur v et la traduction du terme t, en supposant que m et M
désignent respectivement —oo et +0o dans le cas ot T = mpz, et ming, et max,dans le
cas ou T = int.

A(v) =07 m < v ounwrap(A([Q, t]res)) < M
A =5 operation _assignment(Q, 7, v,t) = A{v + v o (unwrap (A([, t]res)))” }

4. la macro condition(Q), ¢, 7, v, t) assigne d la variable ¢ une valeur différente de 0 lorsque
la valeur de v de type T est plus petite que celle de la traduction de t, et 0 sinon.

A(v)=v" 2#0 v < unwrap(A([Q, t]res)) A(v) =v" v > unwrap([€, t]res)
A =, condition(Q, 7, v, t) = A{c + 2™} A =, condition(Q, 7, v,t) = A{c + 0™}

Notons que tous ces lemmes reposent sur les hypotheéses de bonne formation de notre pro-
gramme, qui assurent que des lors que I'une des macros est appelée avec comme parametre une
variable v, alors cette variable a été correctement initialisée précédemment, ce qui implique que
A(v) soit correctement défini.

5.2 Traduction des annotations en code C

11 nous reste maintenant & définir les morceaux de code correspondant & [€2, t]code €t [§2, t]res
(on peut en effet calculer [€2, t]gec & partir de [, t]code). La Figure 8 les définit pour les termes
mini-ACSL correspondant & une somme (colonne de gauche) et & un produit (colonne de droite).
Les autres construction sont omises mais leur traduction est nettement plus simple que les
deux présentées ici, tout particulierement une fois les macros de la section 5.1 introduites. Nous
faisons ici I’hypothese que la partie non présentée est correcte.

Intéressons nous maintenant a la traduction d’une somme ¢ = \sum(t1,t2,\lambda x;t3),
sachant que la traduction d’un produit suit exactement le méme principe. La somme est traduite
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[€,\sum (t1, t2, \lambda x; t3)]code = | [2, \product (t1, t2, \lambda x; t3)]code =
IIQ7t1]]CDde; Hﬁytl]]code;
[[Q, tQ]]code 5 [[Q, tQ]]code 5
[[Q, 1]]code 3 [[Qy 1]]code 3
var_assignment(Q, 7%, k, t1) var_assignment(Q, 7%, k, t1)
int_assignment(7, sum, 0) int_assignment(7, product, 1)
condition (2, ¢, 7k, k, t2) condition (2, ¢, 7k, k, t2)
while (&) { while (&) {
[[Qk:7 tB]]COde 3 [[Qky t3]]code 3
add_ assignment(Q, 7, sum, t3) mult_ assignment (2, 7, product, t3)
add_assignment(Q, 7, k, 1) add_assignment (2, 74, k, 1)
condition (€2, ¢, 7%, k, t2) condition (€2, ¢, 7%, k, t2)
} }
[€,\sum(tl, t2, \lambda x; t3)]res = [, \product (t1, t2, \lambda x; t3)]res =
sum product

FIGURE 8 — Formalization of code generation.

en un itérateur sur toutes les valeurs entre t1 et t2, via une boucle, afin d’effectuer I'opération
t3. La variable k est la variable de controle de la boucle modélisant le lieur x. Son type est
donné par 7, = T(t1) U T(t2+1), car k doit pouvoir varier librement entre t1 et t2+1, qui
est sa valeur en sortie de boucle. Les opérations dépendantes de t3 dans le corps de la boucle
doivent étre effectuées dans environnement Q5 = Q{x + k} pour prendre en compte cette
liaison. Le lecteur attentif pourra noter que le type 7, est différent du type 7 calculé pour le
lieur par le typeur & la Figure 6. En effet, 7’ n’est utilisé que pour typer t3 et ses bornes, dont
les valeurs sont indépendantes de la valeur finale de k, & savoir t2+1. Dans le cas particulier ou
la valeur de t2 est maxin ™, 75 est donc nécessairement mpz, alors que 7/ pourrait étre int si
les termes t1 et t3 demeurent des entiers suffisament petits en valeur absolue. Enfin, signalons
que la traduction de la constante 1 comme un terme est un artefact technique permettant de
bénéficier de la définition de [2, 1],cs dans le corps de add _assignment. La variable de type int
ainsi générée, constamment égale a 1, est de toute fagon inlinée par n’importe quel compilateur.

5.3 Propriétés

Nous souhaitons maintenant analyser la sémantique de notre fonction de traduction, et
montrer qu’elle satisfait les bonnes propriétés que I'on attend d’un analyseur a ’exécution.

Définition 1. On dit qu’un environnement sémantique A; est inclus dans un environnement
sémantique As, et 'on note A; C A, si, pour toute variable € V, Aj(x) = Ay(z) ou

Théoréme 1 (Correction du générateur de code). Soit trois contextes sémantique A, Ay, Ao,
un contexte logique A et un contexte de traduction Q. Si les variables définies dans A et
A concordent avec celles définies dans Ay, alors la valeur de la variable résultat issue de
Uévaluation de la traduction du terme t dans 'environnement résultant de cette méme tra-
duction est égale a celle de t. Plus formellement, la régle suivante est admissible :

AC A A = unwrap oA; o Q AANEt=0
Ak [t = A Ao([Qt]es) =0

Théoréme 2 (Transparence du générateur de code). Dans le contexte résultant de l'exécution
de la traduction d’un terme, toute variable du programme initiale garde la méme valeur que
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dans le contexte précédent ’exécution de cette traduction. Plus formellement, la régle suivante

est admissible.
Aq ):S [[Q,t]] = Ay

Vz € V,z ¢ cod(Q) = A1(z) = Az(z)

6 Implémentation et évaluation

Cette section introduit d’abord Frama-C et E-ACSL, avant de présenter une évaluation
expérimentale des travaux présentés dans cet article menée avec ces outils.

Frama-C et E-ACSL. Le mécanisme de génération de code et le systeme de types présentés
dans cet article sont implémentés au sein du greffon E-ACSL [24] de la plateforme Frama-C [3]
pour l'analyse de code C. E-ACSL [24] est un vérificateur d’assertions & l’exécution qui prend en
entrée un programme C étendu avec des annotations ACSL [4] et transforme ces derniéres en un
code C (typiquement, ceux de la Figure 1), afin de vérifier leur validité a l'exécution. E-ACSL
supporte 'intégralité du langage C pris en charge par Frama-C, ainsi qu'un tres large fragment
du langage ACSL [22], plus large que le spectre couvert par cet article. On peut en particulier
mentionner les propriétés mémoires, les quantifications bornées, les casts, les flottants et les
nombres rationnels, les propriétés portant sur plusieurs points de programme (par exemple,
pour une fonction f, la post-condition ensures G == \o0ld(G)+1 spécifie que la valeur de G
en sortie de f est la valeur de G en entrée, incrémentée de 1) et les fonctions et prédicats
définis par I'utilisateur dont, expérimentalement, ceux récursifs. A part les propriétés mémoires
formellement étudiées par D. Ly [16], les autres n’ont encore jamais été formalisées dans le
cadre d’E-ACSL, méme si les propriétés multi-états sont discutés dans [23].

Aux détails d’implémentation et & la prise en compte des autres constructions pres, la
traduction effectuée par E-ACSL pour le périmetre considéré dans 'article est fidéle a notre
présentation. Elle utilise la bibliotheque GMP pour définir le type mpz et les opérations associées.
Notre sémantique de mini-GMP est conforme a la spécification en langue naturelle de GMP.
E-ACSL fait en outre I’hypotheése que 'implémentation de GMP est correcte vis-a-vis de sa
spécification, en se contentant de la vérifier par tests. On peut néanmoins signaler que R. Rieu-
Helft s’est déja intéressé & la preuve formelle des algorithmes implémentés dans GMP [20].

Evaluation expérimentale. Pour évaluer les performances du code généré, nous avons me-
suré expérimentalement son temps d’exécution sur des exemples. Afin de quantifier 'impact
de l'optimisation lié au typage, nous avons comparé ces temps a ceux obtenus en désactivant
cette optimisation, et en n’utilisant que des entiers GMP. Cette évaluation a été menée a partir
d’une version de développement de Frama-C, commit Git 8db71abl, disponible en ligne ”, sur
une machine Linux Ubuntu dotée d’une architecture 64-bit, d’'un processeur Intel Xeon 2.80
GHz 12 coeurs et de 64Go de RAM. Les résultats présentés ici ont été obtenus, en utilisant
I’exécutable Hyperfine et en fixant le nombre minimum d’exécutions & 100. Afin de simuler un
nombre variable d’assertions, chacune a été dans une boucle de N itérations. Par ailleurs les
assertions sont des sommes ou des produits itérant sur un intervalle de taille R. Les résultats
de cette évaluation expérimentale sont présentés Figure 9

On peut remarquer que, pour les faibles valeurs de N et R, la version optimisée est peu utile
car les calculs sont instantanés. Néanmoins, lorsque ces valeurs croissent, la différence devient
vite significative : la version non optimisée ne passe pas a ’échelle. L’impact des optimisa-
tions du systeme de types est meilleure pour les sommes que pour les produits, en particulier

7. https://git.frama-c.com/pub/frama-c
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R N 100 | 1000 | 10000 | 100000 R N 100 1000 | 10000 | 100000
100 2.2 2.2 2.1 2.6 100 1.7 4.3 27.5 269.4
1000 2.0 1.7 2.7 2.0 1000 4.8 21.3 207.5 2064
10000 2.5 2.6 1.9 2.0 10000 20.4 | 200.5 1978 -

Zil i = w, avec optimisation Zili = w, sans optimisation

N N
R 100 1000 | 10000 | 100000 R 100 | 1000 | 10000 | 100000
100 3.4 4.5 18.8 183 100 3.4 4.5 32.5 319
1000 7.2 62.5 | 620.7 6202 1000 7.9 | 73.9 | 734.0 7214
10000 654.2 | 6590 - - 10000 668 | 6665 - -
[[;L, ¢ > R, avec optimisation [[;L, %> R, sans optimisation

FIGURE 9 — Evaluation de performances (en ms).

pour les grandes valeurs R, ce qui s’explique par le fait que les produits génerent plus rapide-
ment des valeurs entiéres trés grands, requérant nécessairement des entiers GMP pour assurer
leur correction, des lors que le nombre de multiplications a effectuer est important. On peut
néanmoins observer un gain peu important mais néanmoins significatif lorsque le programme
contient beaucoup d’annotations, ce qui s’explique par le fait que le systeme de types permet
d’utiliser les entiers machine pour les opérations sur les bornes du produit, méme si I’opération
interne au lambda-terme ne peut pas étre optimisé. Pour tester cette hypothese, nous avons
effectué un test similaire (non détaillé ici), mais en utilisant des bornes non représentables dans
le type int et en itérant N = 10000. L’écart entre la version optimisée et celle non optimisée
devient alors non significatif, confortant notre hypothese.

Au-dela de cette évaluation expérimentale, E-ACSL a déja été utilisé avec succes sur des cas
réels, par exemple pour évaluer des propriétés numériques de systémes réactifs synchrones [25],
ou encore garantir des propriétés de sécurité sur une bibliotheque cryptographique [1] ou du
code utilisé dans lavionique [17]. Dans tous ces cas, le systeme de types était toujours actif,
méme si son impact sur Uefficacité du code généré n’a pas été spécifiquement mesuré.

7 Conclusion

Cet article a présenté une formalisation d'un générateur de code optimisé pour vérifier a
I’exécution des propriétés arithmétiques entieres, y compris en présence d’opérateurs d’ordre
supérieur comme une somme arbitraire sur un intervalle donné. L’optimisation est guidé par un
systeme de types dédié. Ce générateur est implémenté dans le greffon E-ACSL de Frama-C. Les
premieres évaluations montrent que cette optimisation est indispensable au passage a ’échelle.

Les perspectives incluent la formalisation du générateur de code pour d’autres constructions
que celles présentées dans Darticle, comme les nombres rationnels ou les fonctions/prédicats
récursifs/inductifs. Ces derniers gagneraient aussi a étre typés plus finement qu’ils ne le sont
aujourd’hui. Des optimisations additionnelles pourraient en outre étre implémentées pour,
par exemple, limiter le nombre de variables GMP allouées ou mémoiser des calculs GMP in-
termédiaires effectués plusieurs fois. Enfin, la formalisation pourrait également étre assistée,
par exemple a I'aide de Coq, afin de pouvoir extraire un générateur de code prouvé correct.
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