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R�esum�e� � Il y a d�ej�a un quart de si�ecle que la loi de Mott a �et�e �etablie a�n
de d�ecrire le transport dans les milieux isolants d�esordonn�es �a basse temp�erature�
Dans cet article de revue	 nous rappelons bri�evement les diverses �etapes th�eoriques
n�ecessaires �a l
�etablissement rigoureux de la loi de Mott� Nous insistons sur le fait
que la loi de Mott ne donne que la conductance moyenne d
un ensemble d
�echan�
tillons macroscopiques	 tant que les interactions entre �electrons restent n�egligeables�
Nous �etudions ensuite ce qu
il se passe lorsque l
on l�eve au moins l
une des hypo�
th�eses n�ecessaires �a l
�etablissement de la loi de Mott� Nous nous penchons d
abord
sur le cas des syst�emes dont au moins une dimension n
est pas macroscopique �
l
optimisation contenue dans la loi de Mott n
est alors plus repr�esentative de la
conductance mesur�ee� En�n	 nous essayons de rassembler des travaux relatifs aux
e�ets des interactions entre �electrons� S
il est acquis que	 de fa�con g�en�erale	 les in�
teractions entra��nent une divergence de la r�esistance plus rapide que ne le pr�edit la
loi de Mott aux plus basses temp�eratures	 la forme exacte de cette divergence ainsi
que son interpr�etation restent encore sujets �a caution� Nous rapprochons le travail
d
Efros et Shklovskii et leur c�el�ebre �gap de Coulomb� d
un travail plus r�ecent sur
les milieux granulaires dans lequel la taille des grains joue un r�ole discriminant sur
la nature de la divergence de la r�esistance �a basse temp�erature� Nous sugg�erons
que ce rapprochement ouvre une piste pour un mod�ele rendant compte de mani�ere
uni��ee des diverses divergences mesur�ees �a basse temp�erature pour la r�esistance
�electrique� Cette incursion dans les mod�eles granulaires nous permet aussi d
abor�
der la question des non lin�earit�es en exposant les di��erences entre les pr�edictions
du mod�ele des �electrons chauds et celles propos�ees r�ecemment pour un r�eseau de
grains en dimension d�

Abstract� � Twenty �ve years ago	 Mott
s law was established in order to de�
scribe electrical transport in disordered insulators at low temperature� In this re�
view	 we brie�y summarize the di�erent theoretical steps involved in the rigourous
derivation of Mott
s law� We stress upon the fact that Mott
s law gives the mean
conductance of an ensemble of macroscopic samples as long as electron�electron in�
teractions remain negligible� We then study what happens when at least one of the
key assumptions of Mott
s law no longer holds� We �rst focus on systems whose
size � at least in one dimension � is not macroscopic� the optimization involved

c� Les �Editions de Physique ����



��� ANNALES DE PHYSIQUE N��

in Mott
s law is no longer relevant for the measured conductance� Eventually	 we
try to gather di�erent works dealing with electron�electron interactions� It is now
established that interactions generally produce a stronger divergence for the electri�
cal resistance than the one predicted by Mott
s law at the lowest temperatures� But
the exact shape of this divergence	 as well as its interpretation	 remain debated� We
try to make a link between Efros and Shklovskii 
s work and their famous �Coulomb
gap� and a more recent work about granular media� In this latter work	 the size
of the grains is the key parameter for the shape of the divergence of the resistance
at low temperature� We suggest this could indicate a way for a model accounting
for the di�erent shapes of divergence of the electrical resistance at the lowest tem�
peratures� Furthermore this framework of granular media allows us to deal with
non linear regime� we explain the main di�erences between the predictions of the
hot electrons model and the ones recently derived for a d�dimensional network of
grains�
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Introduction

L�application des principes de la m�ecanique quantique �a la physique des solides a
commenc�e il y a de nombreuses ann�ees et a permis des pr�edictions tr�es importantes�
observables m�eme �a des �echelles grandes devant l��echelle atomique� Par exemple�
la th�eorie des bandes pour les niveaux �electroniques est maintenant couramment
admise et est indispensable pour la conception de tous les composants int�egr�es dans
les ordinateurs� Historiquement� la m�ecanique quantique a �et�e d�abord introduite
dans la th�eorie de l��etat cristallin� car la sym�etrie par translation discr�ete permet de
deviner la forme math�ematique des fonctions d�onde� Ceci est le fameux th�eor�eme
de Bloch� dont l�usage simpli�e consid�erablement le traitement math�ematique de
l��equation de Schr�odinger� En revanche� dans les syst�emes d�esordonn�es� la sym�etrie
par translation discr�ete est perdue� ce qui rend bien plus di�cile l��etablissement de
pr�edictions g�en�erales�

�A la �n des ann�ees cinquante� Anderson fut le premier �a proposer l�existence
d�une transition m�etal	isolant lorsque la quantit�e de d�esordre est accrue dans un
syst�eme ���� Insistons tout d�abord sur le caract�ere particulier de cette transition�
En e�et� elle est li�ee �a un changement des fonctions d�onde avec le d�esordre et non
pas �a une annulation de la densit�e d��etats au niveau de Fermi� L�id�ee principale
est que lorsque le d�esordre est faible les �etats propres �electroniques restent d�eloca	
lis�es� alors que lorsque le d�esordre exc�ede une certaine valeur critique les fonctions
d�onde deviennent exponentiellement localis�ees autour d�une origine r� et sur une

longueur de localisation � � � � exp�r � r�
�

� Cette localisation des �etats propres

sugg�ere l�existence d�une transition m�etal	isolant �a temp�erature nulle T � �� Pour
l��etude de cette transition il est important de faire le lien entre les propri�et�es de
transmission de la surface de Fermi et la conductance d�un �echantillon d�esordonn�e
�a T � �� lien �etabli par la c�el�ebre formule de Landauer ���� Soulignons que� en
toute rigueur� la transition d�Anderson n�est d�e�nie qu��a T � �� C�est pourquoi
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l��etude exp�erimentale de cette transition requiert des temp�eratures les plus basses
possibles� et pour �xer les id�ees disons que des traces observables de cette transition
de temp�erature nulle subsistent jusqu��a T � � Kelvin�
Dans ce domaine du transport �electrique dans les milieux d�esordonn�es �a basse

temp�erature� le c�ot�e m�etallique de la transition d�Anderson a �et�e �etudi�e en bien plus
grand d�etail que le r�egime isolant� En e�et� tant que les �etats restent
d�elocalis�es� les m�ethodes perturbatives ainsi que les approches num�eriques peu	
vent �etre mises en place assez directement� De plus� en premi�ere approximation�
la r�esistance �electrique des m�etaux d�esordonn�es sature �a basse temp�erature� Pour
des g�eom�etries usuelles� les r�esistances restent mod�er�ees m�eme aux plus basses
temp�eratures ce qui facilite leur mesure�
En revanche� beaucoup de questions demeurent ouvertes au sujet des isolants

d�esordonn�es� �A T � � plusieurs th�eories quantiques concurrentes existent� repo	
sant sur des hypoth�eses di��erentes� Historiquement� la premi�ere approche du trans	
port dans les isolants d�Anderson fut d�eriv�ee des mod�eles supersym�etriques dus �a
Efetov et Larkin ���� Ensuite� un mod�ele perturbatif dit �des chemins dirig�es fut
propos�e par Nguyen� Spivak et Shklovskii �
!�� et fut largement utilis�e par les ex	
p�erimentateurs en partie du fait de son caract�ere plus accessible que le mod�ele
supersym�etrique� Cependant� avec l��elaboration d�un mod�ele d�eriv�e de la th�eorie
des matrices al�eatoires� Pichard et al� ��� �rent �eclater une pol�emique th�eorique�
encore d�actualit�e aujourd�hui� En e�et� la parution des travaux de Pichard et al�
rendit �evident le fait que les divers mod�eles de l�isolant d�Anderson m�enent �a des
pr�edictions divergentes sur des questions aussi centrales que celle de l��evolution de
la longueur de localisation � avec le champ magn�etique H ou encore au sujet de
l�in
uence du couplage spin orbite� Depuis� l��etablissement d�un mod�ele semi clas	
sique d�u �a Bouchaud et Sornette ��� est venu raviver la pol�emique car ce dernier
mod�ele aboutit �a des pr�edictions qualitativement en accord avec celles de Pichard
et al�� Nous ne d�etaillerons pas davantage le contenu de ce con
it th�eorique car son
exposition exige un ouvrage entier et son d�epassement demande que des progr�es
soient encore accomplis� Nous retiendrons seulement que l�approche th�eorique du
transport quantique " �a T � � " dans les isolants d�Anderson est loin d��etre
uni��ee�
Par ailleurs� les e�ets de temp�erature �nie sur la r�esistance �electrique R sont

extr�emement importants dans les isolants� C�est Mott qui a pr�edit ���� dix ans
apr�es le travail originel d�Anderson� que R diverge de fa�con tr�es sp�eci�que dans
les isolants d�esordonn�es� L�argument de Mott peut se r�esumer tr�es simplement �
consid�erons deux �etats �electroniques i et j respectivement localis�es autour de ri et
rj dans l�espace des positions� D�esignons par Ei et Ej les �energies correspondantes
et supposons par simplicit�e que Ei � � � Ej� o�u � est le potentiel chimique� Mott
consid�ere la probabilit�e Pi�j qu�un �electron dans l��etat i se retrouve dans l��etat j�
Il �ecrit �

Pi�j � exp�
�
ri�j
�

#
Ei�j

T

�
�

o�u la constante de Boltzmann est prise �egale �a �� ri�j � jri� rjj et Ei�j � Ej �Ej�
L�id�ee clef est que lorsque ri�j augmente les deux arguments de l�exponentielle
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varient en sens inverse� En e�et� l�augmentation de ri�j d�ecro��t d�une part la pro	

babilit�e que l�e�et tunnel ait lieu " ce qui est exprim�e par le fait que exp�ri�j
�

d�ecro��t " $ mais d�autre part accro��t la possibilit�e que Ei�j soit petit� En e�et� Ei�j

peut �etre choisi �egal �a l��ecart entre niveaux dans une boite de taille ri�j contenant

donc

�
ri�j
�

�d
sites de localisation� en notant par d la dimensionnalit�e du syst�eme�

Si T� est l��ecart de niveaux �a l��echelle �� on obtient� en tirant les niveaux d��energie
ind�ependamment �

Ei�j � T�

�
ri�j
�

��d
�

c�est	�a	dire une diminution de Ei�j lorsque ri�j augmente� L�utilisation de cette
derni�ere expression dans Pi�j permet de maximiser Pi�j simplement en d�erivant par
rapport �a ri�j� Le saut le plus probable correspond �a �

ri�j � rMott � �

�
T�
T

� �

d# �
et Ei�j � EMott � T

�
T�
T

� �

d# �

Ces deux quantit�es sont respectivement appel�ees �rayon de Mott et ��energie de
Mott et d�e�nissent les param�etres du saut le plus probable �a basse temp�erature�
Notons que lorsque T tend vers �� rMott diverge et que EMott tend vers �� Ceci re
�ete
que dans les isolants d�esordonn�es une optimisation peut �etre r�ealis�ee entre l�e�et
tunnel et le d�esordre en �energie� Ce m�ecanisme de conduction appel�e saut �a port�ee
variable dominera �a basse temp�erature car il produit une divergence extr�emement
lente de la r�esistance �electrique compar�e �a ce donnerait une activation simple du
type loi d�Arrh�enius� En e�et� en supposant que R � P��i�j�Mott � nous obtenons la
fameuse pr�ediction de Mott �

R � exp

�
T�
T

� �

d# �

Cet article tente de faire le point sur la pertinence et les limites de cette loi
de Mott� Dans un premier temps� nous r�esumons les di��erentes �etapes th�eoriques
n�ecessaires �a l��etablissement complet de la loi de Mott� Nous terminons cette par	
tie en insistant sur la nature des hypoth�eses majeures mises en jeu $ �a savoir les
restrictions portant sur la dimensionnalit�e du syst�eme ainsi que l�absence suppo	
s�ee d�interactions entre �electrons� Ceci nous permettra tr�es naturellement d�aborder
ensuite ce qu�il advient lorsque l�une au moins de ces hypoth�eses est fausse� Pr�ecis�e	
ment� la seconde partie est consacr�ee aux syst�emes de basse dimensionnalit�e� alors
que la troisi�eme tente d�aborder la di�cile question des interactions� Soulignons
que nous ne pr�etendons pas faire la liste des tr�es nombreux travaux consacr�es au
transport par saut �a port�ee variable� Nous pr�ef�erons nous concentrer sur un petit
nombre d�entre eux� a�n de dresser un �etat de l�art de ce qui est compris et de ce
qui l�est moins�
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�� �Etablissement rigoureux de la loi de Mott

Nous d�ebutons cette section en d�e�nissant la longueur de coh�erence de phase� c�est	
�a	dire l��echelle au del�a de laquelle on peut additionner classiquement les probabilit�es
dont on a vu qu�elles sont proportionnelles aux conductances locales� Ensuite� nous
exposons �paragr� ���� minutieusement le travail d�Ambegaokar� Halperin et Langer
���� qui ont �etabli dans un article rest�e c�el�ebre la loi d��evolution en temp�erature d�un
�echantillon macroscopique dont la conduction� au niveau m�esoscopique� se fait par
sauts �a port�ee variable� Ayant �etabli ce que vaut la valeur moyenne de la r�esistance
d�un �echantillon macroscopique� nous nous int�eressons �paragr� ���� �a un travail
de Pichard et Feng ���� calculant les 
uctuations de conductance d��echantillon �a
�echantillon lorsque le syst�eme est macroscopique mais de taille �nie�

���� Longueur de coh�erence de phase en r�egime localis�e� � Dans l�in	
troduction de cette revue� on vient d�expliquer que les interf�erences quantiques ainsi
que les phonons jouent un r�ole majeur pour le transport �electrique dans les isolants
d�esordonn�es� En e�et� la localisation d�Anderson est due aux interf�erences quan	
tiques entre les diverses trajectoires de propagation d�un �electron� interf�erences qui
sont destructrices au del�a de � lorsque le d�esordre est fort� Par ailleurs les phonons
jouent un r�ole crucial pour la conduction puisque la loi de Mott est �nalement
l�optimisation entre tous les e�ets tunnels " assist�es par phonon " possibles dans
un syst�eme d�esordonn�e� Or il est tr�es clair que l�irruption d�une perturbation ex	
t�erieure �a un syst�eme quantique brouille les interf�erences quantiques en ajoutant
un terme de phase al�eatoire �a chaque trajectoire� Autrement dit� les phonons ont
pour e�et de supprimer le caract�ere quantique du transport au del�a d�une �echelle
appel�ee �longueur de coh�erence de phase " ou encore longueur m�esoscopique "
et not�ee L� � aux �echelles inf�erieures �a L� on aura �a sommer de fa�con coh�erente les
amplitudes de probabilit�e� alors qu�aux �echelles sup�erieures �a L� une seule addition
des probabilit�es su�ra� La question qui se pose alors est de savoir ce que vaut L��

Il est tout d�abord �evident que la longueur L� ne peut pas exc�eder rMott� La
question se pose ensuite de savoir si L� est �egale �a rMott ou bien inf�erieure� �A cet
�egard� on pourrait se demander si l��electron re�coit �son phonon lorsqu�il est sur
son site de d�epart ou bien sur son site d�arriv�ee� Un argument qualitatif simple
serait alors de dire que l��electron est majoritairement sur son site de d�epart avant
de sauter car sa probabilit�e de pr�esence sur le site d�arriv�ee est exponentiellement
faible� On serait alors tent�e de dire que dans l�extr�eme majorit�e des cas la collision
�electron	phonon se produit sur le site de d�epart et donc que L� n�exc�ede pas ��

En fait cet argument est erron�e� On peut s�en rendre compte en se rappelant
simplement que pour le saut entre deux sites s�epar�es de la distance ri�j la probabi	

lit�e de saut consid�er�ee par Mott est proportionnelle �a exp

�
�ri�j

�

�
� Or ce terme est

sp�eci�quement d�origine quantique� En e�et� dans le cas d�une �particule classique�
comme par exemple la mise �a l��equilibre d�une r�eaction chimique� la cin�etique de
transfert entre un �etat et un autre est bien thermiquement activ�ee mais ne comporte
pas de terme d�amortissement tunnel� Autrement dit� le saut de Mott est bien un
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e�et quantique o�u l��electron se d�elocalise de mani�ere coh�erente sur le site d�arri	
v�ee alors qu�il est dans l��etat quantique localis�e sur le site de d�epart� Le saut de
Mott est donc un e�et quantique et de ce fait il est quantiquement coh�erent� On

conclut alors que L� � rMott� le terme exp

�
�ri�j

�

�
d�esignant justement la somme

coh�erente des amplitudes de probabilit�es a�ect�ees �a tous les chemins " y compris
lorsqu�ils sont classiquement interdits "� Il existe bien s�ur une certaine probabilit�e
que le transfert d�un site �a l�autre se fasse de mani�ere classique c�est	�a	dire que
l��electron soit excit�e dans un �etat de su�samment haute �energie pour qu�il soit
non localis�e �i�e� m�etallique�� Dans ce cas� le terme tunnel n�intervient pas dans la
probabilit�e et le terme d�activation fait intervenir la di��erence entre l��energie de
FermiEF et celle du bord de mobilit�eEM repr�esentant l��energie minimale des �etats
non localis�es� Cette di��erence EM�EF est ind�ependante de la temp�erature contrai	
rement �a l��energie de Mott EMott qui d�ecro��t avec la temp�erature� C�est pourquoi
la probabilit�e d�une transition �classique sera tout �a fait n�egligeable devant celle
d�un saut de Mott �a basse temp�erature�

���� R�esistance macroscopique en r�egime de saut de Mott� � L�argu	
ment de Mott que nous avons pr�esent�e en introduction ne donne que la r�esistance
associ�ee �a un saut m�esoscopique typique� Cependant� rien ne permet pour l�instant
d�a�rmer que cet argument donne le comportement de la r�esistance d�un �echan	
tillon macroscopique� En e�et� il doit exister de nombreux cas o�u l��electron ne
trouve pas de niveau �eloign�e de lui de rMott� EMott� Or la conductance Gi�j entre
deux sites i et j d�epend exponentiellement de ri�j� Ei�j� Il n�est donc pas �evident
de savoir dans quel sens les 
uctuations du couple rMott� EMott vont jouer� Va t	il
y avoir compensation entre les sauts favorables �Gi�j � GMott� et les sauts d�e	
favorables �Gi�j � GMott� � La r�eponse demande une analyse statistique �ne qui
fut r�ealis�ee pour la premi�ere fois par Ambegaokar� Halperin et Langer ���� dont
nous d�etaillons ici le travail� Ceci permet d��etablir une pr�ediction pour la r�esis	
tance d��echantillons macroscopiques dont la conduction se fait par saut �a port�ee
variable �a l��echelle m�esoscopique� Signalons que� fort peu de temps apr�es la publi	
cation du travail d�Ambegaokar et al�� Pollak a publi�e ind�ependamment une �etude
sur le m�eme sujet ����� Le travail de Pollak conduit aux m�emes r�esultats principaux
que celui d�Ambegaokar et al� mais utilise un formalisme moins simple ce qui lui
permet d�aborder plus pr�ecis�ement des questions annexes qui sortent du cadre de
cet article�

������ Expression d�etaill�ee des taux de transition associ�es aux sauts� � La premi�ere
chose �a faire est d��etablir l�expression des taux de transition entre deux sites i et j
s�epar�es par la distance ri�j� On notera %i�j le taux de transition de i vers j et %j�i
le taux de transition de j vers i� Notant par des crochets la moyenne thermique�
on obtient �

%i�j � hni��� nj��i�ji �
o�u ni et nj sont les nombres de particules sur le site i et j et o�u �i�j est un
taux de transition intrins�eque ind�ependant de ni ainsi que de nj et comportant
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en particulier l�amortissement tunnel � exp�ri�j
�

� �A l��equilibre thermique� hnii et
hnji sont des grandeurs ind�ependantes statistiquement et l�on a donc �

hninji � hniihnji o�u hnii � �

� # exp Ei

T

�

o�u Ei est l��energie " mesur�ee �a partir du niveau de Fermi " du site localis�e
i� �A l��equilibre thermique et en l�absence de champ �electrique appliqu�e �E � ���
on doit avoir %i�j � %j�i a�n d�assurer que le courant �electrique est bien nul�
Reprenant les deux expressions ci	dessus on obtient donc que n�ecessairement �

�i�j � �j�i exp
Ei � Ej

T
�

Il ne reste donc qu��a exprimer �i�j � puisque �j�i s�en d�eduit imm�ediatement� La
d�ependance principale de �i�j vis	�a	vis de ri�j est �evidente puisque l�on consid�ere

des transitions par e�et tunnel � �i�j � exp�ri�j
�

� La d�ependance de �i�j selon

Ei et Ej est moins �evidente� Les auteurs proposent qu�il existe une expression
di��erente suivant que Ei � Ej ou bien que Ei � Ej� En e�et� dans le premier
cas le transfert de i vers j se fait par �emission de phonon alors que dans le second
il se fait par absorption de phonon� �Etant donn�e que les phonons sont rares �a
basse temp�erature� le second processus est plus rare que le premier d�un facteur

exp�Ej � Ei

T
� Ceci revient �a consid�erer qu��a basse temp�erature le terme d��emission

spontan�ee de phonons est tr�es sup�erieur aux termes d��emission ou d�absorption
stimul�ees� C�est pourquoi� en premi�ere approximation� les auteurs proposent que �

�i�j �

����
���
�� exp�

�
ri�j
�

#
Ej � Ei

T

�
� si Ej � Ei

�� exp�
�
ri�j
�

�
si Ej � Ei

�

o�u �� est un taux de transition caract�eristique du couplage �electron phonon du
mat�eriau consid�er�e� Combinant les �equations pr�ec�edentes� on obtient une expression
assez simple pour %�i�j o�u l�exposant � symbolise le fait que E � � �

%�i�j � �� exp�
�
ri�j
�

#
�jEij# jEjj# jEi � Ejj�

�T

�

Lorsque E �� � un d�eveloppement soigneux des taux de transition %i�j et %j�i
permet d��ecrire

%i�j �E� � %j�i �E� �
�

T
%�i�j �eEri�j # ��i � ��j� �

o�u ��i et ��j sont les variations du potentiel chimique aux sites i et j traduisant
seulement les variations de hnii et hnji dues au champ E � Notons que le terme
entre parenth�eses est la di��erence totale de potentiel entre les sites i et j� C�est
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pourquoi� on peut interpr�eter la relation pr�ec�edente en imaginant que les sites i et
j sont reli�es par une conductance Gi�j valant �

Gi�j �
e�

T
%�i�j

Retenons que la seule justi�cation du taux de transition associ�e au saut �a port�ee
variable n�est pas si simple que nous l�avons pr�esent�e en introduction� Le probl�eme
consiste d�esormais �a trouver la r�esistance globale d�un �echantillon macroscopique
dont chaque site est reli�e �a tous les autres par une conductance Gi�j donn�ee ci	
dessus�

������ R�esolution du probl�eme statistique par une approche de percolation� �
Partant d�un r�eseau d	dimensionnel de sites tous reli�es entre eux par les conduc	
tances Gi�j que l�on vient d�exprimer� la question est d�esormais de savoir comment
estimer la conductance Gmacro totale �a l��echelle macroscopique� Le fait que Gi�j

varie exponentiellement vite avec les param�etres du saut exclue que l�on se con	
tente de prendre la valeur moyenne de ces param�etres pour obtenir Gmacro� En
e�et� lorsque les 
uctuations m�esoscopiques sont fortes� la r�esistance totale d�un
chemin de conduction n�est pas seulement d�etermin�ee par le nombre de r�esistances
rencontr�ees " i�e� par sa longueur " mais aussi par la valeur des r�esistances les
plus fortes rencontr�ees� Il va donc y avoir comp�etition entre des chemins �directs 
" donc courts " mais comportant forc�ement quelques r�esistances tr�es fortes� et
des chemins tr�es tortueux " donc longs " mais qui r�eussissent �a �eviter toute r�e	
sistance trop forte� Cette optimisation se th�eorise au moyen de ce que l�on appelle
g�en�eriquement �les mod�eles de percolation et le travail d�Halperin et al� en est un
exemple adapt�e au transport dans le r�egime de saut �a port�ee variable�
Les auteurs commencent par classer tous les liens existant entre tous les sites par

conductances d�ecroissantes� Par la pens�ee� ils enl�event tous ces liens et les rajoutent
un par un en commen�cant par les plus conducteurs� �A chaque �etape� on teste pour
savoir si il existe un chemin traversant l��echantillon� D�es qu�un tel chemin existe
on stoppe le processus� car les liens que l�on pourrait rajouter ont une importance
n�egligeable puisqu�ils se retrouvent en parall�ele avec des liens exponentiellement
moins r�esistants qu�eux�
La �gure � illustre ce processus d�optimisation� Sur un r�eseau de ��� � ���

sites on a a�ect�e une r�esistance Ri�j� entre sites premiers voisins� lognormalement
distribu�ee� puisque Ri�j � exp��i�j� o�u l�on a pris les �i�j normalement distribu�es�
Ensuite� on a �comme ci	dessus� enlev�e toutes les r�esistances et on les a r�eintroduites
une par une dans l�ordre des r�esistances croissantes� La proc�edure a �et�e stopp�ee d�es
qu�un chemin traversant compl�etement l��echantillon s�est form�e� Le chemin optimal
obtenu est tr�es tortueux� ainsi que nous l�avions qualitativement annonc�e� et ceci
est li�e �a la tr�es large distribution des Ri�j� En e�et� le chemin optimal correspondant
aux �i�j a aussi �et�e calcul�e et il se r�ev�ele beaucoup plus droit que celui optimisant
R� Ces deux types de chemins correspondent �a deux classes d�universalit�e �etudi�ees
dans ce que l�on appelle les probl�emes �d�optimisation en milieu al�eatoire ��
��&��
Nous n�entrerons pas davantage dans ce domaine� pr�ef�erant recentrer notre propos



��� ANNALES DE PHYSIQUE N��

Fig� �� � Percolation dans un r�eseau de ��� � ��� sites reli�es chacun �a leurs quatre
premiers voisins� Le chemin tortueux est optimal si la r�esistance Rij reliant deux sites
voisins est lognormalement distribu�ee	 i�e� si Rij � exp �ij o�u les �ij sont normalement
distribu�es� M�eme si sur cette �gure le saut �electronique est r�eduit aux premiers voisins	
le chemin tr�es tortueux est analogue �a celui du transport en r�egime de saut �a port�ee
variable� Le chemin presque droit est optimal vis��a�vis de variables distribu�ees de fa�con
�etroite et dont on cherche �a optimiser la somme le long d
un chemin traversant le r�eseau�
Pour construire un tel chemin	 on a donc pos�e Rij � �ij o�u les �ij sont normalement
distribu�es� Nous verrons l
utilit�e de ce chemin � qui est du m�eme type que celui de la
�gure �� au paragraphe �������� D
apr�es  ��!�

 Percolation on a network containing ��� � ��� sites	 each linked to its four nearest

neighboors� Tortuous path is optimal if the resistance Rij between two neighboors is

lognormally distributed	 i�e� if Rij � exp �ij where the distribution of �ij is normal� Even

if in this case the electronic hopping is restricted to the �rst neighboors	 this tortuous

path is similar to the one in variable range hopping transport� The nearly straight path is

optimal when one has to optimize	 along a path crossing the sample	 the sum of random

variables whose distribution is narrow� In order to construct such a path	 when then set

Rij � �ij and take a normal distribution for �� We will show the relevance of this kind of

path � which is the same than the one of �gure �� in the section �������� From  ��!�!

sur le cas o�u le saut �a port�ee variable connecte tous les sites entre eux� et non pas
seulement les premiers voisins comme sur la �gure ��

Revenant au travail d�Halperin et al� appelons Gc la derni�ere valeur de con	
ductance replac�ee dans le r�eseau au seuil de percolation� D�apr�es ce que nous
venons d�expliquer tout se passe comme si on pouvait oublier tous les liens tels
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que Gi�j � Gc� Vu l�expression de Gi�j� il s�agit donc de ne s�electionner que les
liens pour lesquels �

�i�j �
ri�j
�

#
�jEij# jEjj# jEi �Ejj�

�T
� ln

�
e���
TGc

�
Cette condition peut �etre sous dimensionnalis�ee en introduisant Rmax �

� ln

�
e���
TGc

�
et Emax � T ln

�
e���
TGc

�
qui sont respectivement la longueur et l�am	

plitude en �energie maximales d�un saut �electronique vu la condition Gi�j � Gc�
Tout le probl�eme est d�esormais d�estimer Gc� Appelant� n�EF� la densit�e d��etats

localis�es par unit�e de volume et d��energie au niveau de Fermi� on cherche le nombre
N de sites par unit�e de volume tel que jEij � Emax� On obtient� en supposant n�EF�
constante jusqu��a Emax �

N � �Emaxn�EF�

Pour obtenir Gc on exige que dans un volume Rd
max il y ait au moins un lien qui

satisfasse Gi�j � Gc� Autrement dit� on exige que �

NRd
max � 	c �

o�u 	c est d�ordre � et peut �etre plus pr�ecis�ement d�etermin�ee par l��etude de la
percolation sur di��erents r�eseaux� Pour d � �� les auteurs estiment que 	c � 
�
Combinant les relations pr�ec�edentes� on obtient �

ln

�
e���
TGc

�
�

�
T�
T

� �

d# �
o�u T� �


	c
n�EF��d

Notons que l�on retrouve la loi de Mott �a l��echelle macroscopique mais que la va	
leur de T� est a�ect�ee d�un facteur 
	c � �� provenant sp�eci�quement de la nature
percolative du probl�eme et que nous n�avions bien s�ur pas obtenu par l�approche
intuitive expos�ee en introduction� Signalons que� en toute rigueur� on ne peut pas
directement faire appel aux r�esultats de percolation sur r�eseaux pour estimer 	c
car les liens du chemin de conduction ne sont pas tous de longueur �egale� et l�on ne
se trouve donc pas sur un r�eseau r�egulier� En e�et� les valeurs de ri�j et de Ei� Ej


uctuent de lien en lien et la seule contrainte que l�on impose pour construire le
chemin de conduction est Gi�j � Gc� C�est pourquoi� il n�est pas surprenant que�
suivant les auteurs� ce coe�cient varie quelque peu � Efros et Shklovskii ���� don	
nent par exemple 
	c � �� au lieu de ��� Exp�erimentalement� la loi de Mott a �et�e
observ�ee dans de tr�es nombreux syst�emes� aussi bien dans des semi conducteurs
cristallins dop�es que dans des amorphes� Les r�ef�erences sont tellement nombreuses
que nous pr�ef�erons renvoyer au livre d�Efros et Shklovskii ����� contenant beaucoup
de �gures exp�erimentales�

���� Fluctuations de conductance dans les isolants macroscopiques

Apr�es avoir retrouv�e la loi de Mott �a l��echelle macroscopique� nous nous int�eressons
aux 
uctuations d��echantillon �a �echantillon qui existent pour les syst�emes macrosco	
piques de taille �nie� L�id�ee est que la distribution des conductances est tellement
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large dans un isolant que les 
uctuations m�esoscopiques s�automoyennent tr�es len	
tement au point que de telles 
uctuations devraient �etre visibles dans des isolants
millim�etriques �a tr�es basse temp�erature� Nous nous focalisons sur un travail de
Pichard et Feng ���� qui traite de cette question�
Les auteurs partent du point de vue d�un r�eseau de r�esistances al�eatoires reliant

a priori tous les sites de localisation entre eux� Les conductances du r�eseau sont
not�ees Gi�j � exp��i�j et le fait qu�elles soient distribu�ees largement est exprim�e
par l�hypoth�ese que �i�j est �normalement distribu�ee " d�apr�es nos notations

�i�j �
ri�j
�

#
Ei�j

T
"� Plus pr�ecis�ement� les auteurs supposent que �i�j est distribu�ee

selon une distribution rectangulaire �par simplicit�e� de valeur non nulle entre �� et
��� A�n de satisfaire �a la loi de Mott les auteurs imposent �

h�i � �� �

�
T�
T

� �

d# �

De plus� supposant la validit�e du r�esultat de matrices al�eatoires� les auteurs
imposent �

var��� � h�i � �� �

ce qui exprime qu��a T � � " o�u la longueur de coh�erence de phase est la longueur
L de l��echantillon entier " les 
uctuations de la transmission d�un syst�eme d�es	
ordonn�e peuvent �etre traduites comme donnant lieu �a une distribution gaussienne

de
L

�
dont la valeur moyenne et la variance sont �egales ���� La condition pr�ec�e	

dente sur la variance permet de d�eterminer imm�ediatement �� et ��� On obtient
���� � ���

p
���� Il est facile de justi�er que la forme rectangulaire de la distribution

ne change pas qualitativement les pr�edictions " par rapport �a ce que l�on obtien	
drait avec une distribution gaussienne " lorsque la temp�erature est su�samment
basse pour que �� � ��
Les auteurs adoptent ensuite une approche de percolation assez similaire �a celle

expos�ee dans la section pr�ec�edente� On commence par supprimer toutes les conduc	
tances inf�erieures �a une conductance variationnelle Gv donn�ee� On calcule alors la
conductance totale Gres du r�eseau de conductances par le r�esultat de percolation
stipulant que� pour une valeur donn�ee de Gv �

Gres � Gv �p�Gv�� pc�
tp �

o�u pc est le seuil de percolation et o�u p�Gv� �
R Gmax

Gv
P �G�dG en notant par P �G�

la distribution de probabilit�e de G� tp est l�exposant de percolation caract�eristique
de G� On a tp�d � �� � �� � et tp�d � �� � �� �� La relation donnant Gres n�est
bien s�ur valable que si p�Gv� � pc puisqu�en dessous du seuil de percolation la
conductivit�e du r�eseau est nulle� La d�etermination de Gv se fait par optimisation de
Gres� En e�et� plus Gv est petite et plus p�Gv� est grand ce qui augmente le second
facteur donnant Gres mais bien s�ur diminue le premier� Puisque par construction
on a toujours Gres � G� la meilleure approximation de la conductance G de
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l��echantillon sera donc donn�ee en �xant Gv de mani�ere �a maximiser Gres� Du fait
de la large distribution des conductances� l��ecart entre la valeur optimale de Gres

et G est petit�
Ce processus d�optimisation peut �etre r�ealis�e analytiquement gr�ace aux hypo	

th�eses simpli�catrices faites sur P ���� On obtient que l�optimisation de Gres cor	
respond �a une valeur de p� � p�Gv� l�eg�erement sup�erieure �a pc �

p� � pc � tp

�
p
���

� �

Par des arguments g�en�eraux de percolation� on peut �etablir l�existence de la lon	
gueur typique de percolation �p� �p est la taille de ce que l�on appelle les �blobs �
en d�autres termes c�est l��echelle au del�a de laquelle le syst�eme redevient homog�ene�
Concr�etement� cette longueur diverge lorsque la temp�erature diminue� puisque alors
les r�esistances sont de plus en plus largement distribu�ees " et donc de moins en
moins automoyennantes " ce qui revient �a dire qu�il faut explorer un volume de
plus en plus vaste avant d��echantillonner su�samment la distribution des Gi�j pour
avoir une grandeur repr�esentative du comportement macroscopique� De mani�ere
�equivalente� on peut dire que �p diverge au seuil de percolation pc� Pour �nir� on
peut sugg�erer que� �a l�int�erieur d�un blob il existe au moins un chemin ne compor	
tant pas de r�esistances locales trop fortes $ mais qu��a chaque extr�emit�e de blob
se trouve une r�esistance �dominante c�est	�a	dire �a la fois forte et incontournable�
dont la valeur in
ue notablement sur la r�esistance macroscopique� D�ecoupant par
la pens�ee le syst�eme en blobs dont la r�esistance est donn�ee� on obtient la r�esistance
globale en additionnant les r�esistances de blobs en s�erie et en parall�ele� sans avoir
�a utiliser de relation d��echelle de percolation ni de dimension fractale� On peut
montrer que si rm est la longueur typique du saut de Mott� on a �

�p � rm �p� � pc�
��p o�u 	p�d � �� �




�
et 	p�d � �� � �� �

Soulignons que dans l�expression ci	dessus on retrouve bien une divergence de
�p lorsque l�on tend vers le seuil de percolation� Par ailleurs� les auteurs montrent
que leurs hypoth�eses impliquent que� �a l��echelle du blob� la conductance Gblob est
distribu�ee de sorte que son �ecart type �egale sa valeur moyenne� Pour ce qui concerne
la conductance globale� on d�eduit donc que les 
uctuations seront r�eduites par
un facteur �egal �a la racine carr�ee du nombre de blobs dans l��echantillon ���� Or�
il y a Ld��dp blobs dans l��echantillon� C�est pourquoi� les auteurs pr�edisent que

la conductance G d�un �echantillon macroscopique de volume Ld devrait 
uctuer
d��echantillon �a �echantillon d�une quantit�e �G donn�ee par �

�G

hGi �
�
�p
L

�d��

��� On peut retrouver ce r�esultat en d�ecoupant l
�echantillon en �L����d�� canaux en
parall�ele	 i�e� en canaux de taille transverse �p� Vu que �Gblob � hGblobi on obtient pour

chaque canal �Rcanal

hRcanali
� �Gcanal

hGcanali
�
�
�p
L

	���
� Poursuivant le m�eme raisonnement avec les

�L����d�� canaux en parall�ele on obtient le r�esultat annonc�e�
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Le fait que dans la relation pr�ec�edente ce soit �p qui apparaisse et non pas rm
traduit que� �a cause de sa distribution lognormale� la r�esistance ne s�automoyenne
pas avant l��echelle �p� au del�a de laquelle on peut employer le th�eor�eme de la limite
centrale� Tout le point est qu��a basse temp�erature �p � rm ce qui augmente nota	
blement la 
uctuation typique de la r�esistance globale� On peut cependant estimer
que� avec les syst�emes millim�etriques� de telles 
uctuations ne devraient pas �etre
mesurables pour des temp�eratures sup�erieures �a ��� mK� Les auteurs rappellent
que l�approche de matrices al�eatoires sugg�ere que� dans les isolants d�esordonn�es� les

uctuations de conductance sont ergodiques " c�est	�a	dire qu�elles sont du m�eme
ordre lorsque l�on varie H sur un �echantillon ou bien lorsque on change le d�es	
ordre microscopique "� Si cela est vrai� ces 
uctuations de conductances dans des
isolants macroscopiques pourraient exp�erimentalement �etre mesur�ees par simple
variation du champ magn�etique H sur un �echantillon donn�e lorsque la temp�era	
ture est su�samment basse� ce qui permettrait d��eviter d�e�ectuer une v�eritable
moyenne d�ensemble sur un grand nombre d��echantillons microscopiquement di��e	
rents� Ce genre d�exp�erience est cependant d�elicat car il exige �a la fois des tr�es basses
temp�eratures " y compris en forts champs magn�etiques " et en m�eme temps des
mesures d�isolants tr�es r�esistants puisque leur r�esistance diverge �a basse temp�era	
ture� �A notre connaissance� seuls quelques auteurs ont enregistr�e des 
uctuations
de conductance dans des isolants macroscopiques �����
Retenons de cette premi�ere partie que la loi de Mott donne le comportement

de la r�esistance d�un isolant d�esordonn�e macroscopique �a basse temp�erature si
l�on suppose n�egligeables les interactions entre �electrons� hypoth�ese que nous dis	
cuterons dans la derni�ere partie� Rappelons que la loi de Mott ne donne qu�une
valeur moyenne de r�esistance macroscopique et qu�il subsiste des 
uctuations de
r�esistance entre �echantillons tir�es avec la m�eme loi de distribution mais de con	
�gurations microscopiques di��erentes� Ces 
uctuations s�att�enuent extr�emement
lentement �a cause de l�apparition �a basse temp�erature de �p � rMott� �echelle au
del�a de laquelle seulement le syst�eme commence �a s�automoyenner� En un sens
on pourrait peut �etre dire que� de m�eme que L� � rMott est l��echelle �a partir de
laquelle le syst�eme devient classique� de m�eme �p est l��echelle �a partir de laquelle
le syst�eme devient macroscopique� La divergence de �p �a basse temp�erature rend
pertinente l��etude des cas o�u contrairement �a ce que nous avons suppos�e jusqu�ici�
le chemin optimal ne pourra plus se d�evelopper librement du fait de la taille du
syst�eme� C�est ce que nous abordons dans cette deuxi�eme partie intitul�ee �E�ets
de basse dimensionnalit�e �

�� E�ets de basse dimensionnalit�e

Ainsi que nous venons de l�expliquer� la conduction �a temp�erature �nie dans un
isolant d�Anderson se fait par sauts �electroniques �a l��echelle rMott� Dans les se	
miconducteurs dop�es� pour T � &� mK� rMott atteint couramment la fraction de
micron� ce qui est une �echelle accessible avec les proc�ed�es modernes de lithographie�
C�est rMott qui permet commod�ement de d�e�nir la dimensionnalit�e du syst�eme �
si les deux tailles transverses Ly et Lz sont inf�erieures �a rMott et que la longueur
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" dans le sens du courant " est grande devant rMott� on dira que l�on a un sys	
t�eme quasi unidimensionnel� " le terme �quasi rappelant que l�on ne travaille
pas sur une cha��ne d�atomes "� De m�eme� si son �epaisseur est inf�erieure �a rMott

on quali�era l��echantillon de bidimensionnel� �A cause de la divergence de rMott �a
basse temp�erature� il est d�ailleurs possible qu�un syst�eme tridimensionnel �a haute
temp�erature devienne par exemple bidimensionnel �a basse temp�erature ainsi que
le sugg�erent certaines exp�eriences �����

D�apr�es ce que nous venons d�expliquer au paragraphe �� la loi de Mott n�est
valide que si le chemin de conduction tr�es tortueux qualitativement d�ecrit sur la
�gure � peut se d�evelopper librement au sein de l��echantillon� Il est �evident que si
les deux dimensions transverses Ly et Lz sont tr�es inf�erieures �a la taille de blob
�p� le calcul de percolation justi�ant la loi de Mott ne sera plus valable� C�est ce
premier cas que nous commencerons par �etudier en nous restreignant par souci
de simpli�cation aux syst�emes quasi unidimensionnels � Ly � Lz 	 rMott � �p et
Lx � rMott� Ceci nous permettra de d�egager l�essentiel du comportement physique�

Pour la conduction dans les syst�emes quasi �d� nous proc�ederons en deux �etapes�
En premier lieu �paragr� ����� nous traiterons le probl�eme en n�egligeant compl�e	
tement l�existence de 
uctuations quantiques dans le coe�cient de transmission
de chaque saut� Nous montrerons ensuite comment l�on peut r�eintroduire ces 
uc	
tuations �paragr� ���� � et dans quelle mesure cette m�ethode est justi��ee� En�n
�paragr� ����� nous aborderons le cas des syst�emes courts �Lx � �p� et de grande
section transverse Ly � rMott et'ou Lz � rMott� Nous montrerons� gr�ace �a un
travail de Raikh et Ruzin ����� que les propri�et�es de transport dans ces �echantillons
sont duales de celles des syst�emes quasi �d�

���� Conduction �a quasi��d en l�absence de fluctuations quantiques

Ainsi que nous l�avons vu dans l�introduction de cette revue� l�argument le plus
simple utilis�e pour formuler la loi de Mott suppose que� partant d�un site de loca	
lisation� l��electron trouve au moins un site localis�e �eloign�e de lui pr�ecis�ement de la
distance �rMott� EMott�� Mais qu�arrive�t�il si� consid�erant un site de localisation� il
n�existe pas de site de localisation correspondant au saut de Mott �a la fois en posi�
tion et en �energie � Si le syst�eme est bi ou tridimensionnel� le chemin de percolation
fera le tour de la zone devenue hautement r�esistive du fait du manque de niveaux
localis�es de bonne �energie� Ceci est explicitement pris en compte par la th�eorie de
percolation de Halperin et al� ���� et donne au chemin dominant la conduction un
aspect tortueux� Cet aspect tortueux� en permettant d��eviter les r�egions pauvres en
niveaux localis�es �a la bonne �energie� permet de retrouver que la r�esistance globale
est sensiblement donn�ee par la r�esistance associ�ee �a un saut microscopique typique�
�a une red�e�nition pr�es de T��

Que se passe	t	il dans le cas quasi	�d qui nous int�eresse � Vu la contrainte topolo	
gique de cette situation� il est �evident que le chemin ne peut pas faire le tour de
la r�egion tr�es r�esistive� On s�attend donc �a ce que la r�esistance globale soit plus
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divergente que la r�esistance de saut typique� i�e� on s�attend �a avoir �

Rglobale � exp

�
T�
T

��
avec � �

�

�
� �Mott

C�est Kurkijarvii ���� qui� d�es ����� a eu� le premier� l�id�ee que dans le cas
quasi	�d� on obtenait � � �� ce qui est le r�esultat correct dans la limite des �ls ex	
tr�emement longs� Cependant� ce cas �des �ls tr�es longs� est le seul que l�approche
des r�esistances e�ectives employ�ee par Kurkijarvii puisse traiter� Or les situations
exp�erimentales correspondent le plus souvent �a des �ls de longueur �nie comme
nous allons le voir� C�est pourquoi nous pr�ef�erons d�etailler les travaux qui� �a la
suite du travail originel de Kurkijarvii mais selon des m�ethodes di��erentes� abor	
dent le transport dans les syst�emes quasi �d en couvrant �a la fois le cas des �ls tr�es
longs et celui des �ls de longueur �nie� Deux m�ethodes principales ont �et�e utilis�ees
pour le transport dans les isolants quasi �d � d�une part des simulations num�eriques
cherchant �a optimiser la r�esistance globale du �l� d�autre part des approches ana	
lytiques postulant que le chemin de conduction peut �etre approxim�e en optimisant
chaque r�esistance locale� Nous pr�esentons chacune de ces deux approches dans les
paragraphes ����� et ����� pour ensuite �eclaircir le rapport qu�elles entretiennent
�paragr� �������

������ Approche num�erique percolative� � En ���
 et ���&� Lee et al� ���� ��� pu	
bliaient deux �etudes num�eriques du probl�eme� fond�ees sur une approche percolative
que nous expliquons qualitativement� On commence par tirer al�eatoirement des ni	
veaux d��energie correspondant aux di��erents sites de localisation qu�on a pr�ealable	
ment dispos�es sur une cha��ne unidimensionnelle� On calcule ensuite les r�esistances
�electriques associ�ees �a tous les sauts possibles a priori entre �etats localis�es selon la
relation donn�ee au paragraphe ��� lorsque l�on a expos�e le travail d�Ambegaokar�
Halperin et Langer � ces r�esistances d�ependant donc toutes fortement de la temp�era	
ture� On enl�eve par la pens�ee tous les liens r�esistifs ainsi calcul�es et on les remet par
ordre croissant de r�esistance� �A chaque fois qu�on a remis une r�esistance� on teste
pour savoir si il existe un chemin de conduction traversant l��echantillon� D�es qu�un
tel chemin existe on arr�ete de rajouter des r�esistances et l�on approxime la r�esis�
tance globale par la derni�ere r�esistance que l�on vient de rajouter� Ceci est le point
clef de l�analyse � on arr�ete de rajouter des r�esistances car les r�esistances suivantes
seraient exponentiellement plus fortes et donc ne d�eriveraient qu�une proportion
in�me de courant� On approxime la r�esistance globale avec la derni�ere r�esistance
rajout�ee parce que sa valeur est exponentiellement plus forte que la r�esistance ra	
jout�ee �a l��etape pr�ec�edente� Cette proc�edure traduit une id�ee importante � dans un
�l quasi	�d� la distribution des r�esistances �el�ementaires est tellement large que la
r�esistance d�un �l de longueur �nie est domin�ee par une seule r�esistance de saut �
celle qui est la plus r�esistante du meilleur chemin de conduction�
Par cette approche� on obtient� pour un �echantillon et une temp�erature donn�es�

des 
uctuations de la conductance fonction de l��energie de Fermi ainsi que le montre
la �gure �� Signalons que l��energie de Fermi EF est un param�etre contr�olable exp�e	
rimentalement� En e�et� les techniques de lithographie permettent de r�ealiser des
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Fig� �� � Fluctuations de lnG obtenues par Lee par simulation num�erique du chemin
de percolation dans un isolant quasi �d d�esordonn�e� Les �uctuations deviennent g�eantes
�a basse temp�erature et sont dues seulement au changement de la r�esistance dominant le
chemin optimal de percolation lorsque l
on varie le potentiel chimique �� D
apr�es  ��!�

 Fluctuations of lnG obtained by Lee by numerical simulation of the percolating path in a

quasi��d disordered insulator� The �uctuations become large at very low temperature and

are completely determined by the change of the dominant resistance along the percolating

path when the chemical potentiel � is varied� From  ��!�!

semiconducteurs dop�es capacitivement coupl�es sur quelques microns �a une grille
m�etallique� En variant le potentiel �electrique de la grille� on varie l��energie poten	
tielle des �electrons dans le �l� ce qui varie par contrecoup leur �energie cin�etique
puisque leur �energie totale est �x�ee par le potentiel chimique impos�e par les �ls
d�amen�ee du courant �ensemble grand canonique�� La simulation num�erique de la
�gure � est donc comparable aux exp�eriences �����
�� Notons que sur la �gure � la
d�ependance en temp�erature de l�amplitude des 
uctuations est tr�es forte� Ceci a �et�e
tr�es utilis�e dans le d�ebat th�eorique qui a oppos�e l�interpr�etation des 
uctuations
mesur�ees en termes de 
uctuations quantiques du coe�cient de transmission ��&��
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et celle que pr�onent Lee et al� ������� o�u une simple variation de EF su�t �a modi�er
fortement la conductance locale calcul�ee au paragraphe ���� Nous reviendrons sur
cette question au paragraphe ����
En utilisant des arguments de percolation� les auteurs sont amen�es� apr�es de

nombreuses approximations� �a conjecturer que� si T �� est l��ecart typique en �energie
entre niveaux voisins de �� alors en e�ectuant la moyenne sur le d�esordre �

hln�R�i � ��

s
ln

�
�L

�

�
en notant ln�RMott� par � �� �

r
T ��
T

L��equation ci	dessus montre que m�eme en moyenne on n�obtient jamais R � L�

alors que l�approche la plus na��ve aurait donn�e R � L

L�
� De plus la valeur de la

pente de hln�R�i en fonction de T���� change avec la longueur L du syst�eme� Souli	
gnons que ce changement est tr�es lent et que les auteurs ne font que le conjecturer�
C�est pourquoi� ils testent cette relation sur des simulations d�un grand nombre
de �ls de longueurs di��erentes� Leur conclusion est que les r�esultats num�eriques

sont en accord avec leur conjecture mais que la variation de

s
ln

�
�L

�

�
dans leurs

simulations est trop faible pour pouvoir �etablir la loi ci	dessus avec certitude� Cette
d�ependance inhabituelle de hln�R�i avec L est reli�ee �a ce que nous exposerons plus
loin � dans un �l quasi	�d dans le r�egime de Mott� la r�esistance globale est domi	
n�ee par la plus forte r�esistance microscopique rencontr�ee� Plus le �l est long et plus
cette r�esistance est forte� d�o�u la d�ependance non triviale en taille dans l�expression
ci	dessus�

������ Approches analytiques postulant l�optimisation locale� � Nous entendons
par �approche locale � un calcul dont l�objectif soit de r�epondre �a la question sui	
vante � quelle est la probabilit�e qu�une r�egion pauvre en niveaux localis�es proche
de EF apparaisse et engendre donc une r�esistance forte de valeur donn�ee � La
r�eponse �a une telle question permet d�approximer la r�esistance de l��echantillon �etu	
di�e� En e�et� pour un �l comportant N sauts �electroniques� on peut alors trouver
la r�esistance Rmax dont la valeur d�occurrence est �
N � Cette r�esistance donne
une approximation de la r�esistance totale du �l consid�er�e� car les r�esistances sup�e	
rieures sont trop rares pour avoir un poids et les r�esistances plus faibles� bien que
fr�equentes� sont exponentiellement moindres que Rmax ce qui fait qu�elles a�ectent
peu la r�esistance totale� Raikh et Ruzin ���� ont �et�e les premiers �a utiliser cette
d�emarche pour le probl�eme du transport dans les isolants quasi �d� Notons que
cette m�ethode est locale au sens o�u elle n�exprime pas que cette r�esistance forte
Rmax� dont on calcule la fr�equence d�occurrence� appartienne au chemin de perco	
lation� i�e� au meilleur chemin de conduction� A priori� cette approche locale est
d�econnect�ee de l�approche globale des calculs de percolation �������� A�n d��etudier
dans quelle mesure ces deux m�ethodes di��erentes convergent vers des pr�edictions
identiques� nous exposons le travail de Ladieu et Bouchaud ����� Ce travail reprend
la d�emarche de Raikh et Ruzin mais en exprimant de surcro��t les corr�elations entre
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deux r�esistances cons�ecutives le long d�un chemin de conduction� En e�et� comme
le montre l��equation ci	dessous� les valeurs de deux r�esistances cons�ecutives� le long
d�un chemin de conduction� ne sont pas totalement ind�ependantes car elles mettent
toutes les deux en jeu les coordonn�ees du site interm�ediaire� Le travail que nous
exposons maintenant tient compte de la corr�elation entre deux r�esistances cons�ecu	
tives et construit le meilleur chemin possible en optimisant la r�esistance �a chaque
saut� Nous verrons ensuite �paragr� ������ en quelle mesure cette approche locale
converge vers les r�esultats percolatifs de Lee et al�

�������� �Equation auto	coh�erente postulant l�optimisation locale� " A�n de
r�esoudre le probl�eme de Mott quasi	�d� supposons les niveaux d��energie locali	
s�es ind�ependants entre eux et distribu�es au hasard avec une densit�e d��etats � par
unit�e de longueur et d��energie� La r�esistance associ�ee au saut entre � sites �xi� Ei�
et �xj� Ej� est donn�ee " d�apr�es ce que nous avons vu au paragraphe ��� " par �

Rij � R� exp
� jEij# jEjj# jEi � Ejj

�T
#
jxi � xjj

�

�

o�u R� est une r�esistance typique �m�etallique� �a l��echelle � " i�e� on peut prendre

R� � RQ �
h

e�
"� On omettra de mentionner R� i�e� on la posera �egale �a ��

Par convention dans la formule ci	dessus E � � correspond au niveau de Fermi�
Soulignons que dans l��equation ci	dessus nous prenons � � Constante� n�egligeant
compl�etement les 
uctuations d�origine quantique que l�on peut interpr�eter comme
donnant �a ��� une distribution gaussienne ���� Ces 
uctuations seront prises en
compte au paragraphe ����

�A partir de l��equation pr�ec�edente� le probl�eme est donc de d�eterminer la r�esis	
tance totale entre �x � �� E � �� et �x � L�E � �� d�un �echantillon donn�e�
connaissant la distribution des Ei� M�eme si le probl�eme est uni	dimensionnel� ceci
n�est pas simple car chaque site est reli�e �a tous les autres sites� Comme cela a
d�ej�a �et�e fait pour ce probl�eme ����� du fait de la variation exponentiellement ra	
pide de Rij� on approxime la r�esistance globale �a l��echelle L par celle du chemin le
moins r�esistant� De plus� l��equation donnant Rij montre que ce chemin optimal ne
peut pas s��eloigner arbitrairement loin du niveau de Fermi� On fait donc l�hypo	
th�ese que le meilleur chemin peut �etre construit en choisissant toujours localement
le lien le moins r�esistant� On montrera au paragraphe ������ que cette hypoth�ese
m�ene asymptotiquement au bon r�esultat� De toute fa�con par cette m�ethode nous
obtenons une borne sup�erieure pour la r�esistance�
Soit P ��jm� la probabilit�e qu��a un point donn�e du chemin optimal� l��electron

e�ectue un saut de r�esistance R 
 e� � en �etant parti d�un site d��energie E 

mT � A�n de calculer P ��jm�� demandons nous d�abord � quelle est la probabilit�eR�
�

d�P ��jm� que le lien le moins r�esistant� �a partir de ce site d��energie E 
 mT �
ait une r�esistance sup�erieure ou �egale �a R 
 e� � Pour que ceci arrive� on doit
avoir une r�egion pauvre en niveau localis�e� i�e� aucun niveau ne doit se trouver
�a l�int�erieur de l�aire hachur�ee de la �gure �� Ceci arrive ��� avec une probabilit�e

��� Nous n�egligeons les corr�elations de Wigner entre les di��erents niveaux d
�energie	 ce
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Fig� �� � Lorsqu
un �electron part du site x � �� E � mT 	 aucun site localis�e ne doit se
trouver dans la r�egion hachur�ee du plan �x�E� pour que la r�esistance de saut soit � e��

En encart � d�etermination num�erique de P �y� en fonction de y �
�

��
� La valeur la plus

probable de y est �	�	 la valeur moyenne de y est �	�� D
apr�es  ��!�

 Starting from the site x � �	 E � mT 	 no localised sites must be present in the hatched

region of the �x�E� plane for the resistance to be larger than en� Insert� Numerical deter�

mination of P �y� versus y �
�

��
� The most probable value of y is ���	 the mean value of

y is ���� From  ��!�!

� exp

�
���� �m�

���

�
o�u ��� 


�

�T
� i�e� o�u exp �� est simplement la r�esistance m�eso	

scopique associ�ee �a un saut de Mott typique et r� 
 ��
�

�
est la taille du saut de

Mott typique�

qui est justi��e d�es que e� � ��� 	  ��!�
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Nous allons supposer que r� � L� ce qui nous permet de n�egliger les e�ets
�tunnel	r�esonnants � i�e� les cas o�u la mise en s�erie de deux r�esistances �el�ementaires
peut donner une r�esistance globale tr�es inf�erieure �a la somme des deux r�esistances
�el�ementaires� N�egligeant statistiquement cette possibilit�e gr�ace �a notre hypoth�ese
r� � L� il est possible� par simple d�erivation de la probabilit�e pr�ec�edente par
rapport �a �� d�exprimer la probabilit�e totale P ��� qu�une r�esistance e� appartienne
au chemin optimal �

P ��� �

Z �

�

dmP ��jm�Q�m� �

Z �

�

dm��� �m�

���
exp

�
���� �m�

���

�
Q�m� �

o�u l�on note par Q�m� la probabilit�e de trouver l��electron �a l��energie mT le long
du meilleur chemin de conduction� Soulignons que cette probabilit�e� relative �a un
ph�enom�ene hors �equilibre� n�est pas donn�ee par le poids de Boltzmann�
On peut obtenir une �equation de fermeture pour P ��� en remarquant que puisque

� peut uniquement augmenter lorsque m augmente� on a �Z �

�

d��P ���jm� �

Z m

�

dm�P �m�j��

Dans la relation pr�ec�edente� P �mj�� est la probabilit�e que l�on trouve l��electron
�a l��energie mT alors qu�il vient de faire un saut de r�esistance e� � Rempla�cant cette
derni�ere �egalit�e dans la pr�ec�edente� il est possible d� �eliminerQ�m� et une �equation
auto	coh�erente permettant de calculer P ��� �

P ��� �

Z �

�

dm��� �m�

���
exp

�
���� �m�

���

� Z �

m

d����

���
exp

�
��

���� �m�

���

�
P ����

Cette �equation a �et�e r�esolue num�eriquement ���� � sur la �gure �� P est port�e

en fonction de la variable y �
�

��
� avec� rappelons le� �� � ln�RMott� �

�
T ��
T

����
�

On peut montrer en particulier que P �y� � y� �a petit y et que P �y� � � exp�y
�

�
lorsque y est grand� Soulignons que� du fait de l�expression auto	coh�erente de P ���
et de Q�m�� les corr�elations existant entre les r�esistances appartenant au chemin
optimal sont explicitement prises en compte� La comparaison avec les r�esultats de
Raikh et Ruzin " �etablis en n�egligeant ces corr�elations " devrait donc renseigner
sur leur importance�
En�n� avant d�aller plus loin dans notre analyse� notons que l�hypoth�ese de n�e	

gliger les 
uctuations quantiques n�est valable que lorsque la largeur wq de leur
distribution est petite devant celle wgeo� de la distribution due �a la r�epartition g�eo	
m�etrique des niveaux� D�apr�es l��equation auto	coh�erente� on obtient wgeo� � ���
alors que l�on peut estimer que wq � ��� � avec � � �

� selon la th�eorie des ma	
trices al�eatoires ���� et � � �

�
selon celle des chemins dirig�es �&�� C�est pourquoi

cette approche ne sera pas valable lorsque �� � �� i�e� trop pr�es de la transition
m�etal	isolant�
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�������� Calcul des deux premiers moments de la r�esistance globale� " La r�esistance

globale d�un syst�eme de taille L est donn�e par R �
PN

i��Ri� o�u N �
L

r�
�

�L

���
est le nombre total de sauts� et o�u ln�Ri� sont distribu�ees selon P � Signalons trois
points importants dans les quelques lignes pr�ec�edentes �

� les tailles des sauts de Mott du chemin optimal sont distribu�ees de fa�con
�etroite� En e�et� comme le montre la �gure �� la distribution de � est �etroite�

i�e� dont les tirages s�automoyennent rapidement� Or� puisque �i�j �
ri�j
�

#

Ei�j

T
� la distribution de � est a priori plus large que celle de

ri�j
�

� Puisque�

par hypoth�ese� on a jusqu�ici n�eglig�e les 
uctuations de �� on en d�eduit donc
que les ri�j sont distribu�es de fa�con �etroite� C�est pourquoi� on utilise r� pour
calculer N �

� le fait d�additionner simplement les r�esistances Ri est possible gr�ace �a l�hypo	
th�ese r� � L� ce qui permet de n�egliger statistiquement les e�ets tunnels
r�esonnants�

� les r�esistances Ri sont� elles� tr�es largement distribu�ees et le th�eor�eme de la
limite centrale n�est pas simplement applicable car lorsque N n�est pas tr�es
grand� la somme de N r�esistances tir�ees selon P ne suit pas un comportement
moyen� C�est ce que nous discutons maintenant�

Cas des �ls tr�es longs

Nous entendons par ��ls tr�es longs que le th�eor�eme de la limite centrale est ap	
plicable� r�eservant �a plus tard de quanti�er cette condition vis	�a	vis de N � Dans ce
cas on a donc

hR�N �i � N

Z �

�

d�P ���e�

Puisque dans ce cas les r�esistances sont des variables auto	moyennantes� on calcule
directement hRi et l�on trouve �

ln

� hRi
N

�
� �� &�� pour �� � O���

i�e� tr�es proche de la transition nous retrouvons la loi de Mott� En revanche� du
fait de la lente d�ecroissance de P � il vient �

ln

� hRi
N

�
� ���

�
� T�� pour �� � �

Ceci signi�e que� si l�on est pas tr�es proche de la transition m�etal	isolant� la loi
de Mott n�est pas suivie �a quasi	�d� m�eme dans les �ls tr�es longs� Ceci avait d�ej�a
�et�e trouv�e par Kurkijarvii ����� ainsi que par Raikh et Ruzin ����� Soulignons que
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la valeur de la r�esistance obtenue est �a peu pr�es la plus forte r�esistance que l�on
puisse obtenir dans un �l� pour lequel T et T� sont donn�es� En e�et� deux sites
voisins de � ont un �ecart entre leurs niveaux d��energie inf�erieur ou �egal �a T �� � La

r�esistance qui les relie ne peut donc d�epasser e
T
�

�
T
�� i�e� e�

�
���� Ces sauts les plus

r�esistifs possibles r�esistifs sont in�evitables dans des �ls tr�es longs� Puisque ce sont
eux qui dominent la r�esistance� il n�est pas surprenant que le r�esultat de cette
approche tenant compte des corr�elations soit en accord avec ceux des mod�eles les
n�egligeant ���� ���� En e�et pour ces sauts les plus r�esistants possibles l�existence
de corr�elations est �evidement sans importance�

Fils de longueur �nie

Notons tout d�abord que la valeur maximale �max obtenue lorsque l�on e�ectue N
tirages ��� selon la distribution P est typiquement d�ordre �max � ��

p
� ln �aN �

o�u a � �� Le th�eor�eme de la limite centrale ne s�applique certainement pas tant

que �max � ln

� hRi
N

�
puisque cela am�enerait la situation absurde o�u la moyenne

est plus forte que le plus grand �el�ement du tirage� Dans un tel cas� la r�esistance
globale �a l��echelle L est domin�ee par le lien le plus r�esistif� i�e� par �max� On peut
comprendre aussi cela en notant que pour les valeurs interm�ediaires de R 
 e� � la
distribution P �R� se comporte comme une loi de puissance �

P �R� � R������ o�u l�exposant e�ectif vaut � �
ln�R�

����

Or pour � � �� la somme donnantR est une �sommede L�evy dont on sait qu�elle
est domin�ee par ses quelques plus grands termes ����� �A partir de ces r�esultats� on
constate que la condition ���max� � � �equivaut �a �max � �n��� C�est cette condition
que l�on peut prendre pour s�eparer le cas des �tr�es longs �ls de celui des �ls de
longueur �nie� Utilisant le lien entre �max et N � on dira donc que l�on est dans le
cas des �ls de longueur �nie lorsque �

N � N� � �

a
exp



����
�

o�u a � �

Concr�etement N� repr�esente le nombre minimal de sauts de Mott qu�il faut avoir
en s�erie pour que la r�esistance macroscopique ne soit plus domin�ee par une seule
r�esistance m�esoscopique dominante� Assez fr�equemment� le domaine exp�erimental
correspond le plus souvent au cas N � N� ainsi que le domaine explor�e par les si	
mulations num�eriques ����� C�est pourquoi� il est important de calculer pr�ecis�ement
les deux premiers moments de la r�esistance dans ce cas� Puisque dans ce cas� hRi
est domin�ee par des �ev�enements rares� on s�int�eresse �a hln�R�i� En e�et� la variable
ln�R� est� selon ce qui pr�ec�ede� distribu�ee de fa�con �etroite� i�e� sa valeur typique
est proche de sa valeur moyenne� Or� si l�on d�esire comparer l�analyse th�eorique �a

��� �a condition que N ne soit pas trop proche de ��
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l�exp�erience �num�erique ou physique�� il est n�ecessaire de choisir une variable dis	
tribu�ee de fa�con �etroite� Sinon� la confrontation th�eorie'exp�erience demande qu�un
tr�es grand nombre d��echantillons soient test�es� ce qui n�est en pratique jamais pos	
sible� Nous avons vu que la r�esistance de l��echantillon est donn�ee par le saut le plus
r�esistif� i�e� ln�R� � �max� Vu la valeur typique de �max� on obtient donc �

hln�R�i � ��
p
� ln �aN �

Dans le cas des �ls de longueur �nie� on conclut donc que hln�R�i se comporte
comme T����� i�e� ainsi que la loi de Mott le pr�edirait sauf que la pente de hln�R�i
fonction de T���� augmente avec N comme

p
� ln �aN ��

Passons �a l�amplitude typique des 
uctuations � leur ordre de grandeur est gou	
vern�e par la largeur de la distribution de �max� dont on peut montrer� en utilisant

la d�ecroissance asymptotique de P � qu�elle est d�ordre � ���
�max

� On trouve donc �

( ln�R�

hln�R�i �
�

� ln�aN �

Comment ces deux pr�edictions se comparent	elles �a ce qui a �et�e �etabli dans
les travaux pr�ec�edents � Raikh et Ruzin par leur approche analytique fond�ee sur
l�optimisation locale n�egligeant les corr�elations ont calcul�e la distribution compl�ete
de ln�R�� Une comparaison soigneuse de ces r�esultats aux leurres ne r�ev�ele qu�une
petite di��erence � alors que ici� a est une constante �a � ��� pour Raikh et Ruzin

a �

s
ln

�
L

�

�
� Qualitativement� cela signi�e que pour une longueur L donn�ee� le

fait de n�egliger les corr�elations augmente la valeur pr�edite pour hln�R�i� En d�autres
termes� l�expression auto	coh�erente de Q�m� renforce l�importance des sauts entre
niveaux proches du niveau de Fermi� ce qui am�ene naturellement une diminution de
la r�esistance globale moyenne� Cependant� cet e	et est trop petit pour 
etre test�e "
que ce soit num�eriquement ou exp�erimentalement " puisqu�il ne cro��t que comme
ln�lnL��

������ Comparaison entre optimisation locale et percolation� � Comme on l�a d�ej�a
dit� Lee utilise une m�ethode percolative pour trouver la r�esistance globale� i�e� il
n�utilise pas d�hypoth�ese d�optimisation locale� Pourtant� les expressions que nous
venons d��etablir " en utilisant l�optimisation locale " pour les deux premiers
moments de ln�R� sont en excellent accord avec les r�esultats de percolation ����
et �����

Pour mettre en �evidence les di��erences entre les pr�edictions de Lee et ceux expo	
s�es au paragraphe ����� une comparaison tr�es d�etaill�ee doit �etre men�ee �a bien� Pour
cela� il faut r�ealiser des simulations num�eriques analogues �a celles de Lee mais en
utilisant l�hypoth�ese d�optimisation locale au lieu d�une approche percolative� Deux
di��erences principales sont notables �
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� En premier lieu� l�approche de percolation donne des valeurs de hln�R�i l�e	
g�erement plus faibles que celles pr�edites par l��equation pr�ec�edente �	� � ceci
n�est pas surprenant car a priori la meilleure optimisation possible s�obtient
par m�ethode percolative� Cependant� cette di��erence tend vers z�ero lorsque
N cro��t� Pour le syst�eme le plus court �a la plus basse temp�erature �N � ���
la di��erence entre les hln�R�i est de �� )� alors que pour la plus forte tem	
p�erature et le syst�eme le plus long �N � �
�� cette di��erence tombe �a �� )�

� En second lieu� les 
uctuations de conductance que Ladieu et Bouchaud
obtiennent en faisant varier EF dans leurs simulations sont souvent dissy	
m�etriques ainsi que le r�ev�ele un simple coup d�*il �a la �gure 
 � certaines

uctuations ont des pentes verticales sur un c�ot�e et pas sur l�autre� Il a �et�e
num�eriquement v�eri��e que en ces points pr�ecis la proc�edure d�optimisation
locale est en d�efaut� i�e� le meilleur chemin ne peut pas �etre obtenu en optimi	
sant �a chaque saut de Mott� Cependant ceci change fort peu la taille globale
des 
uctuations� Pour N � &�� ce qui sera un ordre de grandeur exp�erimental
typique ���� �
�� on a moins de �� ) de di��erence entre l�amplitude de ces

uctuations et celle qu�obtient Lee par simulation de percolation� De plus� �a
grands N cette di��erence tend vers z�ero�

Nous concluons� d�apr�es cette comparaison d�etaill�ee� que l�hypoth�ese d�optimi	
sation locale n�est qu�asymptotiquement exacte et qu�elle donne d�assez bonnes pr�e	
dictions pour les tailles exp�erimentalement pertinentes�

���� Fluctuations quantiques �a temp�erature finie 	 fluctuations quan�
tiques tronqu�ees� � Expliquons maintenant pourquoi et comment on peut
r�eintroduire les 
uctuations quantiques i�e� le fait que� de site en site de localisa	

tion�
�

�
est distribu�e� Il faut pour cela se focaliser sur les pr�edictions relatives �a un

�echantillon donn�e lorsque l�on varie soit la tension de grille soit la temp�erature�

������ Variations de temp�erature� � Le point majeur de l�analyse des sections
pr�ec�edentes est que la r�esistance globale d�un �echantillon se trouve domin�ee par un
seul saut entre sites localis�es entre lesquels le transport est le plus di�cile �����������
Qualitativement� on peut distinguer deux types de fortes r�esistances �

� ou bien la forte r�esistance surgit du fait de la grande distance � �max� entre
les deux impuret�es dont les �energies sont voisines �type I� $

� ou bien la forte r�esistance surgit du fait de la grande di��erence d��energie entre
les niveaux� qui sont par ailleurs spatialement proches �type II��

Supposons qu��a une certaine temp�erature T�� le lien le plus r�esistif soit de type
II� Sa r�esistance augmente tr�es vite �a mesure que la temp�erature d�ecro��t� Il devient

��� Pour e�ectuer cette comparaison entre la �gure � et  ��!	 du fait de di��erences de

notation	 on doit poser T �
� � �� �� et r� �

���

�
�
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Fig� �� � Simulation des �uctuations g�eom�etriques en fonction de l
�energie de Fermi	

en utilisant les m�emes param�etres que Lee �
L

�
� ����� � � ��lscat�	 densit�e d
�etats � �

par Kelvin� La comparaison avec les r�esultats de Lee r�ev�ele des di��erences entre la forme
des �uctuations obtenues par percolation et celle obtenue par la m�ethode d
optimisation
locale� Soulignons que les pentes verticales � responsables du croisement des courbes
�a di��erentes temp�eratures � sont des artefacts de la proc�edure d
optimisation locale�
D
apr�es  ��!�

 Simulation of geometrical �uctuations versus Fermi energy	 using the same parameters as

in Lee
s simulations�
L

�
� ����	 � � ��lscat�	 density of states � per Kelvin� Comparison

with Lee
s work reveals di�erences between the shape of �uctuations obtained by the

percolation method and by local optimisation� Note that the vertical slopes � which are

responsible for the crossings of curves at di�erent temperatures � are artefacts of the

local optimisation procedure� From  ��!�!

donc de plus en plus probable que ce lien soit court	circuit�e par un autre lien dont la
r�esistance est plus faible� En d�autres termes� en baissant la temp�erature on �nira
par changer de chemin de conduction� ou en tout cas de r�esistance dominante�
Pour simpli�er� supposons que c�est un lien de type I qui remplace un lien de
type II lorsque la temp�erature d�ecro��t� En appelant T� la temp�erature �a laquelle se
fait ce �changement de dominance � on peut montrer� en utilisant des arguments
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identiques �a ceux de la �gure � " o�u l�on a calcul�e la probabilit�e qu�une aire donn�ee
du plan x�E soit vide de niveaux localis�es "� que �

�T� � T��

T�
� �

ln�aN �

R�eciproquement� un lien de type I ��long et de faible �energie � perdra son statut
de lien le plus r�esistif �a mesure qu�augmente la r�esistance du second lien le plus
r�esistif �le lien �sous	dominant � que pour simpli�er nous supposerons de type II�
L�intervalle de temp�erature �a la �n duquel se produit ce changement est aussi donn�e
par la formule pr�ec�edente�
Il appara��t donc que le comportement en temp�erature d�un �echantillon donn�e

devrait �etre du type de ce qui est sch�ematis�e sur la �gure &� �A basse temp�erature�
on pr�evoit une succession du type �r�egion activ�ee	r�egion en plateau � oscillant
autour d�une loi de Mott dont la pente varie avec la taille ���

p
� ln�aN ��� La taille

de ces r�egions est approximativement constante en �echelle logarithmique et tend

vers z�ero comme
�

ln�aN �
lorsque N tend vers l�in�ni�

������ Variations de niveau de Fermi 	i�e� de tension de grille
� � Reprenant des
arguments d�ej�a �evoqu�es par Lee ���� ainsi que par Raikh et Ruzin ����� on constate
d�apr�es la relation exprimant la r�esistance associ�ee �a un saut entre des sites �xi� Ei�
et �xj� Ej�� que la variation de EF demande de distinguer deux cas �

� soit Ei et Ej sont du m�eme c�ot�e de EF et alors ln�R� varie comme �EF

T
lorsque l�on varie EF $

� soit Ei et Ej sont de part et d�autre de EF et alors ln�R� est constant lorsque
l�on varie EF�

La question est de traduire ceci a�n de trouver la taille typique de variation de
l��energie de Fermi (EF sur laquelle un lien reste dominant� Supposons que l�on soit
dans les cas o�u le lien dominant varie lorsque EF varie� Lorsque cette variation de
la r�esistance dominante sera de l�ordre de la largeur de la distribution de nmax alors
on aura �changement de dominance �a la mani�ere de ce que nous avons dit pour
l��etude en temp�erature� Puisque la largeur w��max� de la distribution du logarithme

de la r�esistance dominante est d�ordre w��max� � ���
�max

� on obtient �

(EF �
���
�max

�
�T

� ���Tp
� ln�aN �

En fait� on s�aper�coit que cette valeur est typiquement l��ecart moyen entre ni	
veaux d��energie �a l��echelle rmax� Mais des simulations r�ecentes ont montr�e �����
que �a T � � K l�amplitude typique en �energie des 
uctuations quantiques de la
conductance de syst�emes localis�es est pr�ecis�ement donn�ee par l��ecart entre niveaux
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Fig� �� � �Evolution sch�ematique de ln�lnR� suivant � ln T � Pour les �echantillons su"�
samment longs	 on devrait avoir trois r�egions � A � loi de Mott �d valide avec donc une
pente �

�
sur le graphe # B � r�egion o�u R est auto�moyennante	 mais o�u �� est su"samment

grand pour avoir une pente � # C � r�egion o�u R est domin�ee par le saut m�esoscopique
le plus r�esistant	 constitu�ee d
une succession de plateaux �de pente nulle� et de r�egions
activ�ees �de pente ��	 autour d
une loi de Mott e�ective �en pointill�e� que l
on ne retrouve
qu
apr�es moyenne d
ensemble sur un grand nombre d
�echantillons microscopiquement dif�
f�erents� D
apr�es  ��!�

 Evolution of ln �lnR� with � ln T �schematic�� For su"ciently long samples	 one should

see three regions� A� Mott	 with slope �

�
	 B� Self�averaging regime	 but with large enough

values of �� to get a slope � on the graph	 C� weak link dominated region	 with a succession

of plateaus �slope �� and activated regions �slope ��	 around an e�ective Mott law �dotted

line�	 the latter being recovered when averaging over a large ensemble of mesoscopic

samples� From  ��!�!

du syst�eme entier �suppos�e quantiquement coh�erent�� Qualitativement ceci peut
s�expliquer en disant que la transmission change brutalement autour de chaque
r�esonance� Faisant l�hypoth�ese usuelle que la coh�erence quantique est pr�eserv�ee �a
l��echelle du saut de Mott� on peut conclure que les �uctuations quantiques �a l�in�
t�erieur du saut dominant doivent �etre prises en compte car leur largeur typique en
variation de EF est de l�ordre de celle des 
uctuations classiques� purement induites
par les e�ets g�eom�etriques� En e�et� puisque la r�esistance d�un �echantillon donn�e est
celle de son lien le plus r�esistif� les 
uctuations quantiques ne pourraient �etre n�egli	
g�ees que si elles variaient bien plus lentement que les 
uctuations �g�eom�etriques �
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ce qui en moyenne n�est pas vrai� Bien s�ur� de tels arguments ne traitent que de
grandeurs moyennes� C�est pourquoi� l�origine pr�ecise �g�eom�etrique ou quantique�
d�une 
uctuation donn�ee demandera �a �etre examin�ee dans chaque cas� Si� exp�eri	
mentalement� l�amplitude de la 
uctuation en question est fortement d�ependante
de la temp�erature� alors on dira que cette 
uctuation est d�origine g�eom�etrique car
dans la relation donnant la r�esistance associ�ee au saut entre deux �etats la variation
de T produit forc�ement un fort changement de la r�esistance� Au contraire� une

uctuation d�origine quantique sera ind�ependante de la temp�erature sur une large
gamme� essentiellement parce qu�elle est due �a une 
uctuation du terme � ��� avec
EF� au lieu d��etre due �a une variation des termes d�activation avec EF� La gamme
de temp�erature sur laquelle une telle 
uctuation quantique reste ind�ependante de
la temp�erature est sensiblement celle sur laquelle un lien reste dominant �voir plus
haut au paragr� ������� Autrement dit� les 
uctuations d�origine quantique ne se
r�esorbent que lorsque la temp�erature est su�samment forte pour que le chemin de
conduction change et'ou que la r�esistance de l��echantillon soit de moins en moins
domin�ee par la r�esistance m�esoscopique la plus forte�

Consid�erons maintenant une 
uctuation de conductance qui soit purement d�ori	
gine quantique� En fait� une telle 
uctuation ne pourra pas se d�evelopper compl�ete	
ment� pour des raisons similaires �a celles mentionn�ees ci	dessus� Imaginons que� en
variant EF� on rencontre une r�esonance diminuant beaucoup la r�esistance du lien
dominant Rdom�� Alors� il arrivera que ce lien ne restera plus le plus r�esistif et sera
remplac�e par le second lien le plus r�esistif ��� �i�e� le lien sous dominant Rsous�dom�
deviendra dominant�� R�eciproquement� si les interf�erences quantiques renforcent la
r�esistance dominante� un lien �nira par court	circuiter la r�esistance devenue trop
forte� limitant aussi l�augmentation de la r�esistance� Pour estimer l�amplitude de
chacun de ces deux m�ecanismes de �troncature � il su�t de rappeler que �

hln�Rdom��� ln�Rsous�dom��i � w��max� � ���
�max

� ��p
� ln �aN �

o�u l�on rappelle que �� �

�
T ��
T

����
� N est le nombre de sauts de Mott� et a � � est

une constante� On conclut donc que l�on observe directement �du fait de la domi	
nance d�un seul lien� les 
uctuations quantiques que lorsqu�elles sont inf�erieures �a

� ���
�max

� Lorsque ces 
uctuations sont plus fortes� elles sont tronqu�ees de mani�ere

auto	coh�erente par la pr�esence d�autres liens� En particulier� on peut penser que�
sauf pour des �echantillons tr�es courts aux plus basses temp�eratures� on n�observe
jamais de vraies r�esonances quantiques� contrairement �a ce qui avait �et�e soutenu
dans la r�ef�erence ��&��

��� Nous n�egligeons la probabilit�e que la r�esonance en �energie de Rdom se produise simul�
tan�ement avec celle de Rsous�dom��
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Nous avons donc atteint la conclusion que on observe des �
uctuations quantiques
tronqu�ees lorsque �

wgeo� � wq �
���
�max

Il reste �a traduire la condition ci	dessus en termes de valeurs de ��� Nous avons
d�ej�a vu� �a la �n du paragraphe �������� que la premi�ere in�egalit�e revenait �a supposer
que l�on est pas trop proche de la transition� i�e� que l�on n�a pas �� � �� De
plus� �&���� on peut estimer que �

wq � C�

�
r

�

��
� ��max

o�u � � �
� selon l�approche des matrices al�eatoires ���� alors que � � �

� selon
l�approche des chemins dirig�es en dimension d � � �&�� Traduisant en termes de
taille la seconde in�egalit�e� on trouve donc �en prenant par simplicit�e C� � �� que
les 
uctuations quantiques sont tronqu�ees dans les syst�emes o�u le nombre de sauts
N est su�samment grand� i�e� lorsque �

ln�aN � � �

�� �

� # �
�

A�nant le raisonnement� on pourrait se demander si les pr�edictions de matrices
al�eatoires ��� concernant l�amplitude des 
uctuations sont directement applicables
au lien dominant� En e�et� ce lien est caract�eris�e par l�absence de niveaux d��energie
autour de l��energie de l��electron� alors que les approches de matrices al�eatoires ne
comportent aucune restriction sur la position des niveaux d��energie� Une �etude nu	
m�erique de ce point serait int�eressante� mais elle n�existe pas �a notre connaissance�
Peut �etre la mise en place d�une contrainte suppl�ementaire sur la position des ni	
veaux d��energie diminuerait sensiblement l�amplitude des 
uctuations� Cependant�
les 
uctuations quantiques ne peuvent pas �etre r�eduites au point de devenir plus
faibles que celles pr�edites par l�approche des chemins dirig�es �&�� En e�et� toute
la justi�cation de cette approche est justement de supposer l�absence de niveaux
localis�es au voisinage du niveau de Fermi �qui est l��energie du site initial et �nal
du saut�� Or un des r�esultats de cette approche est de trouver que l�amplitude des

uctuations est ind�ependante de l��ecart W en �energie entre le niveau de Fermi et
les sites interm�ediaires� Bien qu�int�eressant en soi� un calcul pr�ecis de l�amplitude
des 
uctuations quantiques sur le lien dominant n�est pas n�ecessaire ici� En e�et�
dans beaucoup de situations exp�erimentales on se trouve " sauf aux plus basses
temp�eratures " dans la situation de 
uctuations quantiques tronqu�ees que l�on
prenne � � �

� ou que l�on prenne � � �
� �

������ Travaux exp�erimentaux et questions ouvertes� � La plupart des travaux ex	
p�erimentaux que nous connaissons sont cit�es en r�ef�erence �����
�� Le point commun
�a toutes les �etudes est que les 
uctuations reproductibles de conductance dans les
isolants quasi �d sont g�eantes " plusieurs ordres de grandeur " et qu�elles se
r�esorbent �a �haute temp�erature " T de � �a quelques Kelvins "�
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Cependant� il est impossible de comparer tr�es pr�ecis�ement les donn�ees exp�eri	
mentales des di��erents travaux� En e�et� le cadre th�eorique de la conduction dans
les isolants quasi �d a �evolu�e avec un certain retard par rapport aux mesures exp�eri	
mentales� De ce fait� les grandeurs extraites des mesures testent le plus souvent des
mod�eles th�eoriques anciens et ne permettent pas de questionner les mod�eles les plus
r�ecents� Pour illustrer notre propos� on peut prendre deux exemples� En premier
lieu� l�e�et du champ magn�etique sur les 
uctuations de conductance� Les premiers
travaux de Fowler et al� ���� ont interpr�et�e les 
uctuations de conductance induites
par le champ magn�etique comme un e�et Zeeman d�ecalant les niveaux d��energie�
Il a fallu attendre l�apparition du mod�ele des chemins dirig�es et les exp�eriences
d�Orlov et al� ���� pour que ce mod�ele d�e�ets de spin soit abandonn�e au pro�t
d�e�ets d�interf�erences le long du saut de Mott� interf�erences fortement sensibles
au champ magn�etique qui modi�e la phase des trajectoires de di�usion�

En second lieu� citons la pol�emique th�eorique entre les mod�eles d�e�et tunnel
r�esonnant �a travers tout l��echantillon " e�ets purement quantiques "� et les mo	
d�eles de 
uctuations de chemin dominant" purement classiques " que nous avons
expos�e au paragraphe ���� Un certain nombre de travaux ont �et�e n�ecessaires avant
d�arbitrer " gr�ace aux mesures de Webb et al� en ���& " en faveur des mod�eles
classiques� Le concept de 
uctuations quantiques tronqu�ees� introduit par Ladieu
et Bouchaud renouvelle le d�ebat en sugg�erant qu�il est n�ecessaire de r�eintroduire les

uctuations quantiques uniquement sur le lien dominant la conduction� ce qui cons	
titue un d�epassement de la pol�emique ant�erieure et demande pour �etre test�e que
l�amplitude de chaque 
uctuation induite par la tension de grille soit enregistr�ee
tr�es pr�ecis�ement en fonction de la temp�erature� Ce concept de 
uctuations quan	
tiques tronqu�ees n�a �et�e pour l�instant test�e que sur un seul syst�eme � des �ls de
Ga�As dop�es au silicium ��
�� En d�epit de sa pertinence vis	�a	vis de ces exp�eriences�
il serait souhaitable que ce concept soit test�e sur d�autres syst�emes�

���� Cas des syst�emes courts et 
tr�es� larges� � Dans le cas quasi �d� que
nous venons d��etudier� le chemin de conduction est transversalement con�n�e �a une
�echelle tr�es inf�erieure �a �p ce qui rend in�evitable certains liens bien plus r�esistants
que ne le pr�edit l�optimisation de Mott� Que se passe	t	il lorsque l��echantillon est
de grande section transverse mais que sa longueur Lx " dans le sens du courant
" est inf�erieure �a �p � A priori on s�attend �a ce que le transport soit domin�e
par des chemins moins r�esistants que ne le pr�edit la loi de Mott� puisque �p est
l��echelle �a laquelle on rencontre forc�ement au moins une r�esistance se comportant
selon l�optimisation de Mott� Quelles sont les caract�eristiques de ces chemins �peu
r�esistants � Combien y en a t il pour une section transverse S� donn�ee � Nous
abordons ces questions en exposant les grandes lignes de travaux de Raikh et Ruzin
qui furent les premiers �a cerner le probl�eme avec une �el�egance et une concision qu�il
convient de souligner ��������

������ Films de tr�es grande section transverse� � Consid�erons la �gure � sur la	
quelle un �lm court et de grande section transverse est sch�ematis�e� Puisque le �l
est court� il doit exister des chemins qui minimisent la r�esistance mieux que ne
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Fig� �� � Film �court et de grande section transverse�� La cha��ne rectiligne repr�esente le
chemin id�eal le moins r�esistant possible parmi tous les chemins �a quatre sauts traversant
l
�echantillon� La cha��ne non rectiligne est une cha��ne optimale s
�ecartant de moins de
��� �x� �E de la cha��ne id�eale� D
apr�es  ��!�

 Short �lm of large transverse section� The straight chain is the ideal path	 i�e� the least

resistive among all the paths of four steps crossing the sample� The other chain is an

optimal one di�ering from the straight one of less than ��� �x� �E� From  ��!�!

le propose l�optimisation de Mott� dont on n�a vu qu�elle ne devient meilleure so	
lution qu��a l��echelle �p� Comment donc optimiser la r�esistance d�un tel syst�eme �
Une bonne approximation du probl�eme est de rechercher les chemins qui sont tous
constitu�es de r�esistances identiques� En e�et� on a vu dans la section pr�ec�edente
que d�es que les param�etres de saut augmentent un peu� la r�esistance locale asso	
ci�ee augmente beaucoup et se met �a dominer la r�esistance globale� Bien s�ur de tels
chemins� qui soient �a la fois uniquement constitu�es de r�esistances identiques et plus
conducteurs que l�optimum de Mott� sont extr�emement rares� et m�eme statistique	
ment inexistants d�es que la longueur du syst�eme exc�ede �p d�apr�es ce qu�on a dit au
paragraphe � sur les syst�emes macroscopiques� Cependant� l�id�ee est que dans les
syst�emes courts �Lx � �p� et de grande section transverse ce genre de chemin existe
et que c�est lui qui domine la conduction� A priori� la probabilit�e d�occurrence d�un
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chemin �a N r�esistances identiques d�ecro��t lorsque N augmente� mais on sait aussi
que plus N sera grand et plus la r�esistance sera faible car chaque saut �el�ementaire
sera plus court� Le nombre N de r�esistances identiques est donc� au d�epart� un
param�etre qu�il s�agit d�optimiser en le prenant su�samment grand pour que le
chemin soit plus conducteur que l�optimum de Mott� mais aussi su�samment petit
pour que il y ait au moins un chemin de ce type dans le syst�eme de section S�
consid�er�ee�
Sur la �gure �� on a repr�esent�e " cha��ne horizontale " une cha��ne de sauts

entre sites �equidistants� s�epar�es par la distance
Lx
N

� Si l�on ajoute la condition

que tous les sites soient juste �a l��energie de Fermi� il est clair que l�on aura une
cha��ne de r�esistances dont la r�esistance globale est la plus petite que l�on puisse
imaginer parmi les cha��nes �aN r�esistances qui traversent l��echantillon� Cependant la
probabilit�e qu�une telle cha��ne existe dans un �echantillon est rigoureusement nulle�
puisque tous les param�etres de sauts sont �x�es avec une pr�ecision absolue� Il nous
faut donc� pour avoir une fr�equence d�occurrence wN �nie� autoriser certains �ecarts
�a la cha��ne id�eale aussi bien vis	�a	vis de la distance entre sites que relativement �a la
position en �energie par rapport �a EF� C�est ce qui est repr�esent�e sur la �gure � par
la cha��ne non rectiligne� dont tous les sites sont situ�es �a moins de ��x � �� � �E� de
ceux de la cha��ne id�eale� La probabilit�e qu�une telle cha��ne non rectiligne apparaisse
dans un �echantillon est �

wN �
�
n�EF��E������x


N
La r�esistance d�une telle cha��ne est domin�ee par la r�esistance la plus forte� i�e� par
le lien qui s��ecarte le plus du lien id�eal� Donc �

RN � R� exp
�
Lx
N�

#
��x

�
#

������N

Lx�
#
�E

T

�
�

o�u R� est de l�ordre du quantum de r�esistance et sera pris �egal �a � dans la suite�
Il s�agit d�esormais de sommer toutes ces cha��nes favorables en parall�ele et donc

de sommer wNR
��
N � Du fait de la variation rapide de cette quantit�e� l�int�egrale est

domin�ee par le maximumde l�int�egrant que l�on obtient en d�erivant successivement
par rapport �a N � �E� �x� �� qui sont quatre variables ind�ependantes� On trouve
que le maximum de wNR

��
N est atteint lorsque �

�Eopt � NoptT � �xopt � Nopt
�

�
� ��opt �

r
Lx

�

�
o�u

Nopt �

s

Lx
�


avec pour d�e�nir 
 � 
 � ln

�
�


n�EF�T�L�x

�
On reporte alors les param�etres optimaux que l�on vient de trouver dans la relation
donnant la r�esistance de cha��ne RN et l�on obtient une conductivit�e moyenne h�i
donn�ee par �

ln h�i � �

s
Lx


�
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Autrement dit� on obtient une conductivit�e tr�es peu d�ependante de la temp�erature
puisque dans l�expression ci	dessus seul 
" param�etre sans dimension augmentant
�a basse temp�erature " d�epend de T � et sa d�ependance est tr�es lente puisque en
premi�ere approximation 
 � � ln�T �� Il convient de voir tout de suite les deux
conditions de validit�e de cette expression de ln h�i �
� conditions sur Lx � en premier lieu� cette valeur de conductivit�e ne peut pas

convenir pour les �echantillons trop courts� i�e� ceux dont la transmission tunnel
Lx
�

directement de bord �a bord est meilleure que celle propos�ee ici� Ceci impose Lx �
�
� De plus� le calcul sur les cha��nes optimales n�a de sens que s�il repr�esente une

conductivit�e plus forte que celle propos�ee par la loi de Mott ln h�Motti � �
T�
T
�

�
d�� �

Cette condition impose que l��echantillon ne soit pas trop long� pr�ecis�ement que �

Lx � Lsup � �

�
T��d�

T

� �

d# �

Soulignons que l�expression de Lsup est di��erente de celle de la longueur de blob
�p introduite au paragraphe ��� en �etudiant le travail de Pichard et Feng� En e�et�
on obtient �

�p�d � �� � �

�
T��d � ��

T

����

et �p�d � �� � �

�
T��d � ��

T

�&

�

Autrement dit Lsup diverge plus vite que �p �a basse temp�erature� Or Lsup est�
dans cette analyse� l��echelle au del�a de laquelle l�optimumde Mott devient meilleur
que la conduction par cha��nes de r�esistances toutes �egales� On souhaiterait donc a
priori que Lsup soit comparable �a �p� puisque cette derni�ere est l��echelle minimale
pour que l�analyse d�Ambegaokar et al� soit valide �cf� paragr� ����� Le fait que
les exposants de Lsup et de �p soient di��erents pose donc un probl�eme �
� de
raccordement entre l�analyse faite pour les syst�emes macroscopiques et celle que
nous venons d�exposer pour les syst�emes courts et larges� On peut penser que cette
di��erence est li�ee au fait que les deux m�ethodes utilisent des fa�cons tr�es di��erentes
de construire le chemin optimal de conduction�
Par del�a ce probl�eme quantitatif sur la divergence de Lsup� l�analyse faite dans

cette section nous permet de donner corps �a ce que nous avions dit en introduction �
lorsque l��echantillon est plus long qu�une taille critique� la meilleure optimisation est
celle de Mott� Dans le cas contraire� les �echantillons de grande section transverse ont

une conductance sup�erieure �a celle de Mott ln h�i � �

r
L


�
et peu d�ependante de la

temp�erature� Notons que� du fait de la divergence de la taille critique lorsque T � ��
un �echantillon de taille Lx donn�ee �nira toujours par pr�esenter une conduction par
cha��nes optimales lorsque la temp�erature est su�samment basse�

��� �A notre connaissance ce probl�eme n
est pas abord�e dans la litt�erature�
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�condition sur la section transverse S� � lors du calcul sur les cha��nes optimales�
nous avons somm�e en parall�ele toutes les cha��nes possibles� sans nous soucier que
ces cha��nes existent v�eritablement dans l��echantillon consid�er�e� Ceci est valable si la
section transverse de l��echantillon est tr�es grande� au point que les divers types de
cha��nes �et surtout la cha��ne optimale� soient repr�esent�ees dans le syst�eme� Notant

par S� � ����� �
�

Lx
Nopt

��
la surface d�une cha��ne optimale typique comportant

Nopt liens� le calcul fait ci	dessus pour ln h�i n�est valable que si �

S�
S�

wNopt�	Eopt
� �

Reprenant l�expression de wN � Nopt� �Eopt� on obtient la taille critique Sc au	dessus
de laquelle le syst�eme sera de grande section �automoyennant� et d�ecrit par le calcul
de cha��nes optimales ci	dessus� Il vient �

Sc � 
Lx�e
�

r
L


�

La section Sc joue le m�eme r�ole que la longueur N� dans le cas des �ls quasi �d�
C�est la taille au del�a de laquelle le syst�eme devient automoyennant� Notons que
Sc diverge �a basse temp�erature du fait de la divergence de 
� Tout �echantillon de
section transverse donn�ee �nit donc par v�eri�er S� � Sc� Il convient donc de voir
ce qu�il se passe dans ce cas o�u le syst�eme n�est plus automoyennant�

������ Films de section transverse �nie 	S� � Sc
� � A�n d�exprimer commod�e	
ment que le �lma une section transverse inf�erieure �a Sc� Raikh et Ruzin introduisent
le param�etre 	 d�e�ni par �

	 �
ln S�

S�

ln Sc
S�

Le cas des �ls de section transverse �nie revient donc �a 	 � �� Dans ce cas l�a�
la cha��ne optimale " dont on a calcul�e les caract�eristiques au paragraphe ����� "
n�existe pas dans un �echantillon typique� La conductance va �etre alors domin�ee par
une seule cha��ne� moins conductrice que celle du paragraphe ������ mais optimale
pour l��echantillon consid�er�e� Il n�est pas surprenant alors que la conductance 
uc	
tue fortement d�un �echantillon �a l�autre� re
�etant la diversit�e des cha��nes optimales
entre deux �echantillons� C�est pourquoi il convient� comme au paragraphe ��������
de s�int�eresser �a lnG car c�est une variable distribu�ee de fa�con �etroite et la con	
frontation th�eorie'exp�erience est donc possible en pratique� Par ailleurs� nous nous
int�eressons �a lnG et non plus �a ln� pour la raison �evidente que la conductivit�e n�a
plus r�eellement de sens physique puisque la conduction est domin�ee par une seule
cha��ne de section transverse m�esoscopique� Pour obtenir les param�etres typiques
de la cha��ne optimale� il convient d��ecrire �

S�
S�

wN��	E�
� �
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o�u N� repr�esente le nombre de liens de la cha��ne la plus conductrice� �etant donn�e
la contrainte 	 � �� Raikh et Ruzin obtiennent que les param�etres optimaux valent
d�esormais �

N� � Nopt	 � E� �
Eopt

	
� �x� �

�xopt
	

� ��� �
��opt
	

o�u les grandeurs indic�ees par � opt ont �et�e calcul�ees au paragraphe ������ On
d�eduit que la valeur typique du logarithme de la conductance vaut �

hlnGi � lnhGopti
�

�
	 #

�

	

�
Notons que cette expression tend vers ce que l�on a calcul�e au paragraphe �����

lorsque 	 � �� Bien s�ur� la valeur typique du logarithme de la conductance d�epend
d�esormais de la temp�erature et cela pour deux raisons� D�abord parce que l��energie
d�activation de la meilleure cha��ne n�est plus aussi petit qu�au paragraphe �����
puisque �E� � �Eopt� Ensuite parce que 	 diminue lorsque la temp�erature tend
vers �� principalement �a cause de la variation de Sc avec T �
Par ailleurs� pour un �echantillon donn�e� �a mesure que l�on varie la temp�erature�

la nature de la cha��ne optimale se modi�e de m�eme que dans le cas quasi �d �cf�
Fig� & et paragr� ������� En e�et� dans un �echantillon donn�e la cha��ne optimale n�est
jamais rigoureusement identique �a celle que l�on vient de calculer � en particulier
une cha��ne optimale reste dominante sur un certain intervalle de temp�erature �
et ne change pas contin�ument pour suivre l�estimation de la valeur typique de
lnG que nous venons de faire ci	dessus� Ceci entra��ne des 
uctuations autour du
comportement pr�evu pour hlnGi� Ces 
uctuations ont pour �p�eriode l�intervalle
de temp�erature � sur lequel une cha��ne reste optimale� Raikh et Ruzin obtiennent �

� � T

r
�

�L
ln

S

S�

La �gure � repr�esente ces changements de dominance de cha��nes optimales �a
mesure que l�on varie la temp�erature� Bien que ce ne soit pas �gur�e sur la sch�ema
extrait du travail de Raikh et Ruzin� on peut imaginer trois domaines de temp�era	
tures tout �a fait analogues �a ceux de la �gure &� �A �haute temp�erature � Lx � Lsup
et S� � Sc ce qui rend la loi de Mott pertinente pour tout �echantillon� �A temp�e	
rature plus basse� S � Sc mais Lx � Lsup� ce qui rend possible la conduction par
des cha��nes optimales et ralentit fortement la d�ependance de lnG avec la temp�e	
rature� Ceci correspond au domaine B de la �gure & o�u la conduction est domin�ee
par le saut le plus r�esistant possible existant dans un �l quasi �d� En�n aux plus
basses temp�eratures� des 
uctuations de lnG apparaissent autour d�une d�epen	
dance moyenne en temp�erature � la conduction est alors assur�ee par la meilleure
cha��ne de chaque �echantillon� ce qui entra��ne de fortes 
uctuations d��echantillon �a
�echantillon� Ceci correspond au domaine C de la �gure & et aux �plateaux pr�e	
dits autour du comportement typique de hlnRi� Cette analogie se r�ev�ele aussi par
la d�ependance inhabituelle de hlnRi en fonction de la taille � pour les quasi �d
lnR � �lnN ���� et pour les syst�emes de grande section transverse hlnGi d�epend�
par le biais de 	� logarithmiquement de la section transverse de l��echantillon�
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Fig� �� � Fluctuations	 autour d
une d�ependance moyenne	 de lnG pour un syst�eme
court et large dans le r�egime des plus basses temp�eratures� D
apr�es  ��! et  ��!�

 Fluctuations	 around a mean evolution	 of lnG for a short and large system in the lowest

temperatures regime� From  ��! and  ��!�!

������ Confrontation aux travaux exp�erimentaux et questions ouvertes� � Sur le
plan th�eorique� il n�existe pas d�approche percolative du probl�eme du transport
dans les syst�emes de grande section transverse� contrairement au cas des quasi �d�
On ne peut donc pousser l�analyse aussi loin que nous l�avons fait aux paragraphes
���� Notons aussi� l�absence de la notion de �
uctuations quantiques tronqu�ees 
lorsque l�on varie la tension de grille VG� contrairement �a ce que nous avons expos�e
dans le paragraphe ���� En e�et� le mod�ele de Raikh et Ruzin est compl�etement
classique au sens o�u il ne prend pas en compte le fait que � peut varier avec la
tension de grille� mais simplement que le chemin optimal peut changer� Comme
nous l�avons dit plus haut " cf� paragraphe ����� " la notion de 
uctuations
quantiques tronqu�ees ne peut �etre test�ee que par une �etude extr�emement �ne de
l�e�et de T sur chaque 
uctuation� Or� les travaux exp�erimentaux sur les syst�emes
courts et larges sont rares et ne s�attachent jamais �a suivre l��evolution pr�ecise
d�une 
uctuation en temp�erature� Ces travaux ont �et�e principalement men�es sur
des isolants bidimensionnels obtenus avec un gaz d��electrons �d o�u le bord de
mobilit�e est franchi par l�application d�un potentiel de grille� Nous citerons deux
s�eries de travaux � ceux d�Orlov et al� et ceux de Popovic et al�

Orlov et al� ���� se focalisent surtout l�e�et de l�application d�un champ magn�e	
tique H sur la conduction par sauts �a port�ee variable� Les auteurs comparent les

uctuations induites par H �a celles induites par une variation de la tension de grille
Vg� Il appara��t que les premi�eres sont bien plus fortes que les derni�eres� ce qui am�ene
les auteurs �a supposer que l�e�et de la grille est de changer le chemin dominant
la conduction alors que celui du champ magn�etique est seulement de modi�er les
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interf�erences quantiques dans les sauts �electroniques sans changer le chemin do	
minant� Une telle faiblesse des e�ets de champ magn�etique avait �et�e pr�evue dans
le cadre du mod�ele dit des chemins dirig�es par Nguyen et al� �
�� contrairement
aux mod�eles d�eriv�es des matrices al�eatoires qui pr�edisent une �equivalence entre les
deux types de 
uctuations ���� L��etude d�Orlov et al� ���� est donc venue con�rmer
la pertinence du mod�ele des chemins dirig�es dans le r�egime tr�es isolant� Depuis une
autre �etude " Ladieu et al� ��
� " a con�rm�e ce r�esultat et montr�e que pr�es de la
transition les deux types de 
uctuations redeviennent �equivalentes� En�n� signalons
que l�e�et moyen de H est d�augmenter la conductance� ce que tous les mod�eles "
dans ce cas sans couplage spin orbite " interpr�etent comme une augmentation de
la longueur de localisation avec H�

Orlov et al� ���� se pr�eoccupent assez peu des e�ets de temp�erature� m�eme si
qualitativement� ils interpr�etent leurs observations dans le cadre du mod�ele de
cha��nes optimales que nous venons d�exposer� Cependant� du fait que dans leurs
exp�eriences T 
 �� & K� il est impossible de tester pr�ecis�ement le mod�ele de Raikh et
Ruzin� En particulier� les 
uctuations de lnG autour d�une d�ependance moyenne
lorsque l�on varie la temp�erature ne sont pas report�ees� pas plus que l��evolution
pr�ecise en temp�erature de quelques 
uctuations selon la tension de grille " ce qui
aurait permis de tester la notion de 
uctuations quantiques tronqu�ees "�

Popovic et al� ont publi�e deux �etudes exp�erimentales dans lesquelles ils �etudient
le transport dans deux syst�emes isolants d�esordonn�es courts et larges ���� �
�� La
premi�ere est men�ee sur une couche d�inversion " dans un MOSFET en silicium
" de section transverse et de longueur millim�etriques ����� Des 
uctuations de
conductance� induites par la tension de grille� sont mesur�ees �a 
 temp�eratures dif	
f�erentes entre �� mK et &&& mK� Les auteurs montrent surtout l�histogramme des
conductances " r�ealis�e �a partir des divers pics de conductance " et le confron	
tent aux pr�edictions de Raikh et Ruzin� L�accord est qualitativement satisfaisant�
Notons que les auteurs soulignent que leur exp�erience est cantonn�ee au cas 	 � ��
i�e� aux syst�emes su�samment larges pour �etre automoyennants� C�est pourquoi�
il n�est pas �etonnant qu�aucun comportement du type de celui de la �gure � ne soit
observ�e� ce qui est dommage car c�est une des pr�edictions les plus spectaculaires de
Raikh et Ruzin� Le deuxi�eme travail ��
� de cette �equipe �etudie des syst�emes encore
plus petits � sur un gaz bidimensionnel d�esordonn�e ont �et�e d�e�nies des �echantillons
de longueur micronique sur �� �a ��� microns de large� Les 
uctuations de con	
ductance y sont �etudi�ees jusqu��a �� mK� Les auteurs ne reportent pas non plus
de comportement du type de la �gure � car ils concentrent leur interpr�etation sur
deux points majeurs� En premier lieu� aux plus basses temp�eratures� Nopt est de
l�ordre de � ce qui signi�e que le transport s�e�ectue par e�et tunnel r�esonnant �a
travers tout l��echantillon� ce que con�rme la comparaison des mesures au mod�ele
de Glazman et al� ��&�� En second lieu� les auteurs enregistrent une augmentation
de la conductance avec la longueur des �echantillons� ce qui est� selon les auteurs eux
m�emes� non seulement contre intuitif mais en plus quasi inexpliqu�e th�eoriquement
�a ce jour�

Pour r�esumer cette section �� rappelons que lorsque le chemin de percolation
ne peut pas se d�evelopper librement du fait de la taille du syst�eme� la loi de Mott
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n�est pas valable� Dans le cas quasi �d� la meilleur chemin de conduction est domin�e
par sa r�esistance m�esoscopique la plus forte� ce qui rend la r�esistance mesur�ee plus
divergente que ne le pr�edit la loi de Mott lorsque T � �� Sym�etriquement� dans
les syst�emes courts et larges� il existe des cha��nes qui court	circuitent le chemin
d�Ambegaokar et al�� ce qui rend la r�esistance moins divergente que la pr�ediction
de Mott� Le point commun �a ces deux situations est que la r�esistance mesur�ee est
essentiellement donn�ee par un tr�es petit nombre de sauts m�esoscopiques� parfois
un seul� Les caract�eristiques typiques de ce saut dominant �evoluent avec la taille
du syst�eme ce qui produit une d�ependance anormalement lente de la conductance
avec la taille du syst�eme� Le fait que la conductance mesur�ee soit domin�ee par un
seul lien rend les exp�eriences extr�emement sensibles �a tout ce qui va a�ecter ce
saut dominant � changement pur et simple de chemin par variation de l��energie de
Fermi EF et'ou variation des interf�erences quantiques a�ectant la transmission sur
le lien dominant� L�arbitrage entre ces deux e�ets a suscit�e de nombreux travaux
et le mod�ele le plus r�ecent �a ce sujet est celui des 
uctuations quantiques tronqu�ees
qui demande a �etre plus syst�ematiquement test�e qu�il ne l�a �et�e jusqu��a pr�esent�

	� La si di
cile question des interactions

�A part le principe d�exclusion de Pauli inclus dans le calcul des conductances locales
d�Halperin et al� �cf� paragr� �� nous n�avons en aucune autre fa�con tenu compte
de l�interaction entre �electrons dans les isolants d�esordonn�es� En particulier nous
avons jusqu�ici n�eglig�e l�interaction coulombienne r�epulsive entre deux �electrons�
Pour tenter d�aborder cette question� nous commen�cons par exposer� tr�es succinc	
tement� l�e�et des interactions en l�absence de d�esordre car on sait� depuis les tra	
vaux de Mott ����� qu��a elles seules les interactions entre �electrons peuvent induire
une transition m�etal	isolant� Nous e+eurons la physique du blocage de Coulomb
qui nous permet d�insister sur la notion d��energie de charge et d�en donner une
approche intuitive aussi bien sur une seul grain m�etallique que sur un r�eseau de
grains� Arm�e de ces notions� nous serons �a m�eme d�exposer et de commenter les
divers mod�eles �elabor�es au sujet du comportement en r�egime lin�eaire d�une part et
non lin�eaire d�autre part� Nous distinguons les mod�eles homog�enes� i�e� n�utilisant
qu�une longueur fondamentale " �a savoir � " des mod�eles granulaires qui utili	
sent au moins deux longueurs� Nous insistons sur la loi d�Efros et Shklovskii qui
fut longtemps la seule pr�ediction au sujet de la r�esistance " en r�egime lin�eaire "
tenant compte �a la fois des interactions et du d�esordre� Nous terminons en abor	
dant un travail plus r�ecent d�Ortuno et al� dont nous sugg�erons qu�il est peut �etre
un d�ebut de g�en�eralisation de la loi d�Efros et Shklovskii�

���� Interactions entre �electrons et isolants de Mott

������ La transition m�etal�isolant de Mott� � Mott a �et�e le premier �a comprendre
que les interactions entre �electrons peuvent induire un �etat isolant� La premi�ere mo	
d�elisation propos�ee par Mott a �et�e la suivante� Consid�erons une assembl�ee d�atomes
d�hydrog�ene dont la s�eparation peut �etre contr�ol�ee ����� Lorsque cette s�eparation
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est grande� on a un �etat isolant puisque chaque �electron reste sur son atome quasi	

isol�e et ressent le potentiel coulombien V �r� �
e

r
d�u �a la charge #e du noyau� Ce

potentiel donne lieu �a un �etat li�e dont l�extension spatiale typique est donn�ee par

le rayon de Bohr ab �
,h

me�
�

Cependant� dans une assembl�ee d�atomes� la charge du noyau est �ecrant�ee� ce
qui r�eduit le potentiel �a une valeur e�ective donn�ee par le potentiel de Yukawa �

V �r� �
e

r
exp

� �r

T�F�

�
�

o�u 
T�F� est la longueur d��ecran de Thomas Fermi� L�id�ee de Mott est ensuite de
comparer les deux longueurs que sont ab et 
T�F�� Si l��ecrantage est faible� 
T�F� est
grand et les �electrons voient le potentiel nucl�eaire �nu � ce qui les rend fortement
li�es �a leur atome d�origine� Le syst�eme est donc dans un �etat isolant� Inversement�
lorsque le saut d�un site �a l�autre est favoris�e �i�e� lorsque la densit�e d��electrons est
plus forte�� c�est 
T�F� qui est la longueur la plus petite� produisant un �ecrantage
du potentiel nucl�eaire qui permet des �etats d��electrons �libres ou en tout cas
m�etalliques�
Le crit�ere de transition est donc 
T�F� � ab� En estimant 
T�F� d�apr�es le mod�ele

du gaz d��electrons dans l�approximationde Thomas Fermi� on obtient comme crit�ere
de transition �

n���c ab � �� �&

Ce crit�ere est tr�es souvent v�eri��e dans l�exp�erience comme le montre la �	
gure � �����
Plus techniquement� le raisonnement de Mott� qui fait jouer un r�ole essentiel aux

termes de Coulomb� peut se traduire par un hamiltonien de liaisons fortes �

H �
X
i�


�ini�
 #
X
i�j�


Vi�ja
�
i�
aj�
 # U

X
i

ni�
ni��


o�u ni�
 est l�op�erateur nombre de particules au site i dont le spin vaut �� Notons
que le d�esordre est absent du probl�eme puisque aussi bien les �energies de sites �i
que les int�egrales de transfert Vi�j sont uniformes� i�e� non distribu�ees� Les termes
de Coulomb sont contenus dans le troisi�eme terme du hamiltonien� le principe de
Pauli �etant satisfait du fait de l�opposition des spins de deux �electrons situ�es sur le
m�eme site�
Sch�ematiquement� la transition m�etal	isolant dans ce mod�ele peut �etre vue

comme sur la �gure �� L�augmentation de la densit�e d��electrons revient �a aug	
menter le terme de transfert V � �a U constant� Ceci produit un �elargissement des
bandes de Hubbard� Si l�on a un �electron par site en moyenne� la bande inf�erieure
est pleine et elle est s�epar�ee de la bande sup�erieure par un gap� ce qui rend le sys	
t�eme isolant� Lorsque l��elargissement des sous bandes de Hubbard devient d�ordre
U � les bandes se recouvrent et la densit�e d��etats au niveau de Fermi n�est plus nulle�
Le syst�eme est alors devenu m�etallique�
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Fig� �� � Divers syst�emes satisfaisant le crit�ere n
���
c ab � �� �� �a la transition m�etal�

isolant  ��!�

 Experimental data showing the relevance of Mott
s criterium n
���
c ab � �� �� at the Metal�

Insulator transition� From  ��!�!

Bien que Mott ait �emis ces id�ees il y a plusieurs d�ecennies� le probl�eme de l�iso	
lant de Mott reste �a bien des �egards un probl�eme ouvert� Signalons les travaux
de Georges et Kotliar ���� qui ont r�ecemment propos�e une approche analytique
du probl�eme de Mott	Hubbard en champ moyen qui devient exacte dans la limite
d�� o�u d est la dimensionalit�e du syst�eme� Cette approche a �et�e ensuite �etendue
pour �etudier l�e�et d�un champ magn�etique ����� Avec la d�ecouverte des supracon	
ducteurs �a haute temp�erature critique� on a assist�e �a un nouvel engouement pour
toutes ces questions car on pense que beaucoup de nouveaux supraconducteurs ont
une phase isolante �a proximit�e de leur phase supraconductrice� Par ailleurs� les
nouvelles techniques de nano lithographie permettent de construire des structures
arti�cielles qui sont su�samment petites pour constituer des syst�emes mod�eles
d�isolant de Mott� C�est la physique du blocage de Coulomb� dont nous allons
parler maintenant�
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Fig� �� � Transition m�etal�isolant selon le mod�ele de Hubbard� Le couplage aux premiers
voisins augmente avec la concentration n	 donnant lieu �a des bandes qui se recouvrent �a
la transition�

 Metal�Insulator transition according to the Hubbard model� The nearest neighboor cou�

pling constant increases with the concentration n	 yielding two energy bands which overlap

at the Metal�Insulator transition�!

������ Blocage de Coulomb sur une seule�
le�� Consid�erons� comme sur la �gure ���
une ��le m�etallique s�epar�ee de deux r�eservoirs �i�e� deux �ls de contacts� par deux
barri�eres tunnels de transmission inf�erieure �a �� i�e� dont l��epaisseur est plus grande
que la longueur d�amortissement tunnel� L��etat fondamental de ce syst�eme est un
�etat dans lequel le nombre de charges est un bon nombre quantique � m�eme si
les quasi	particules du syst�eme ne sont pas exactement des �electrons �nus �mais
des �electrons �habill�es � entre autres� de phonons�� les quasi	particules ont pour
charge �e� L�id�ee principale est que toutes les excitations du syst�eme vont n�ecessiter
de transf�erer au moins une charge e sur l���le� la faible transparence des barri�eres
rendant en e�et impossible de transf�erer moins qu�une charge enti�ere �
�� 
��� Le

prix �energ�etique de l�excitation de plus basse �energie va donc �etre d�ordre
e�

C
� o�u

C est la capacitance totale entre l���le et les r�eservoirs� On aura donc un syst�eme
ayant �un gap entre son fondamental et ses excitations de basse �energie�

Pour que ce gap ne soit pas ridiculement faible en �energie il faut que C soit
su�samment petit � pour avoir un gap de � K� il faut C � � fF� Rappelons que l�on
a C � 
����ra o�u a est le rayon de l���le et �r est la constante di�electrique relative
des barri�eres tunnels� Avec �r � ��� on obtient C � � fF lorsque a � � �m� Lorsque
la temp�erature est inf�erieure au gap� on s�attend donc �a ce que� soumis �a un champ
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Fig� ��� � Repr�esentation d
une ��le m�etallique �au centre� s�epar�ees de deux r�eservoirs
par deux barri�eres tunnels �hachur�ees�� D
apr�es Beenaker C�W�	 Phys� Rev� B�� ������
�����

 Schematic view of a metallic island �quantum dot� linked to reservoirs by two tunnel

barriers �hatched�� From Beenaker C�W�	 Phys� Rev� B�� ������ �����!

�electrique� la r�esistance du syst�eme soit exponentiellement activ�ee� i�e� on s�attend
�a avoir �

RV�� � exp

�U
T

�
o�u U �

e�

C

o�u V � � rappelle que la relation ci	dessus n�est valable qu��a tr�es faible excitation�

Plus pr�ecis�ement� regardons la �gure ��� Entre les deux r�eservoirs on a impos�e
une di��erence de potentiel V par une source de tension� Au centre sont repr�esent�es
les niveaux d��energie �a une particule� i�e� les niveaux d��energie des quasi	�electrons�
Dans un premier temps nous n�egligerons l��ecart ( entre niveaux d��energie �a une
particule ainsi que la di��erence de potentiel V impos�ee par la source de tension�
Pour �evaluer le terme d��energie �electrostatique U relatif �a l�ensemble des N �elec	
trons pr�esents sur l���le� on cherche �a �evaluer au plus bas ordre le potentiel �electro	
statique ��Q � Ne� r�egnant sur l���le lorsque elle contient N �electrons� On utilise
l��electrostatique la plus simple en consid�erant la capacitance totale C entre l���le et
les r�eservoirs et l�on obtient �

��Q� �
Q

C
# �ext



��� ANNALES DE PHYSIQUE N��

Fig� ��� � Sch�ema espace��energie d
une ��le m�etallique dont les niveaux d
�energie �dis�
crets� sont repr�esent�es par des pointill�es� Cette ��le est s�epar�ee de deux r�eservoirs par deux
barri�eres tunnels� Une tension V est appliqu�ee entre les deux r�eservoirs� � est le potentiel
r�esultant d
un possible couplage �a une grille	 � est un nombre entre � et � traduisant
l
asym�etrie � entre les deux barri�eres � des coe"cients de transmission quantique vers
les r�eservoirs� D
apr�es Beenaker C�W�	 Phys� Rev�	 B�� ������ �����

 Space�energy diagram of a metallic island whose discrete energy levels are showed �da�

shed�� This island is linked to reservoirs by two tunnel barriers� A tension V is applied

between the two reservoirs� � is the potentiel resulting from possible capacitive coupling

to a gate	 � is a number � between � and � � allowing to take into account the pos�

sible asymmetry of the coe"cients of the quantum transmission of the two bariers� From

Beenaker C�W�	 Phys� Rev� B�� ������ �����!

o�u �ext est le potentiel �electrostatique cr�ee par ce qui est ext�erieur au gaz de N
�electrons� Par exemple dans un gaz d��electrons bidimensionnel ce sera le potentiel
d�u aux atomes donneurs �situ�es le plus souvent hors de l�interface bidimensionnelle��
�ext pourra contenir aussi le potentiel d�une grille d�epos�ee au dessus de l���le� Puisque
l�on a �

U �N � 

Z �Ne

�

��Q�� dQ�

on obtient �

U �N � �
Ne�

�C
�Ne�ext
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Introduisant Qext 
 C�ext� il vient �

U �N � �
�Ne �Qext�

�

�C
� Q�

ext

�C

Pour un potentiel �ext donn�e il n�y a donc qu�une seule valeur de N qui minimise
U � En gros� cette valeur correspond �a la condition d��electroneutralit�e entre le fond
de charges positives " contenues dans �ext " et les �electrons contenus sur l���le�
De plus� en formant la quantit�e U �N � � U �N � �� on constate qu�elle est d�ordre
Ne�

C
� Cette �energie repr�esente la somme de toutes les �energies d�interaction entre

les N �electrons du gaz et la charge exc�edentaire lorsque la charge sur l���le a vari�e
de un �electron� Varier la charge d�une ��le de une unit�e co�ute donc� par particule�

une �energie
e�

C
� On peut donc donner l�image suivante du transfert de charge dans

ce genre de syst�eme �

� on prend une particule au niveau de Fermi $

� on la transf�ere sur l���le� Ceci co�ute une �energie
Ne�

C
� ce que l�on peut traduire

en termes �a une particule comme le fait que chacun des N niveaux �a une

particule a vu son �energie augmenter de U �
e�

C
�

Ceci revient �a dire que l��energie �a fournir pour transf�erer la particule sur l���le est
e�

C
�et cela m�eme si l���le m�etallique contient des milliards d��electrons dans l��etat

fondamental�� De l�a� on d�eduit la loi d�activation cit�ee plus haut pour la r�esistance
R�
Notons que� jusqu�ici� nous avons suppos�e la densit�e d��etats �a une particule su�	

samment grande pour n�egliger l��ecart ( entre niveaux �a une particule sur l���le� Ceci
est souvent valable si l���le est constitu�ee d�un m�etal normal et n�est pas de trop
petite taille� En revanche� si l���le est constitu�ee par un semiconducteur dop�e� le plus

souvent ( ne sera pas n�egligeable devant
e�

C
� Il faudra alors inclure ( en tenant

compte de chaque situation particuli�ere � si le dernier niveau occup�e sur l���le est

situ�e �a EF�(� on aura �a fournir
e�

C
�( pour transf�erer une charge� Inversement�

si le dernier niveau occup�e sur l���le est situ�e �a EF # (� on aura �a fournir
e�

C
#(

pour transf�erer une charge�
Il y aurait �evidemment beaucoup �a dire sur toutes les subtilit�es du blocage de

Coulombqui a �et�e tr�es �etudi�e depuis que les progr�es de la nano	lithographie ont per	

mis de dessiner des ��les su�samment petites �� � �m� pour que
e�

C
soit de l�ordre

du Kelvin� Nous indiquons quelques r�ef�erences parmi les nombreuses possibles
�
��
���
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Retenons que le blocage de Coulomb sur une ��le est l�exemple le plus simple
d�isolant de Mott puisqu�il ne comporte qu�un site� Le m�ethode tr�es simple que nous
avons employ�ee pour tenir compte des interactions �electron	�electron sur l�
�le est
bien entendu une approximationau plus bas ordre� Cependant� cette approximation
permet de pr�edire que R est simplement activ�ee �a su�samment basse T � du fait
de l�existence d�un �gap dans les excitations du syst�eme� Ce �gap est appel�e

��energie de charge et s�obtient tout simplement en calculant
e�

C
�

������ R�eseau de grains capacitivement coupl�es� � Bien que la physique du blocage
de Coulomb sur une��le soit int�eressante en elle m�eme� si l�on s�int�eresse au probl�eme
de l�isolant de Mott� il faut consid�erer un mod�ele comportant un r�eseau de sites�
Parmi les nombreux mod�eles existants� il faut distinguer ceux o�u le d�esordre est
pris en compte de ceux qui ne contiennent absolument aucun terme de d�esordre�

�������� Interactions sur r�eseau sans d�esordre� " Nous exposons ici les r�esultats
d�un article r�ecent �
��� sans pr�etendre par ce seul exemple �epuiser la richesse de la
transition de Mott�
Les auteurs consid�erent un r�eseau d	dimensionnel de grains capacitivement cou	

pl�es �d � � ou d � ��� Chaque grain comporte M niveaux d��energie ��� � � � �a M �
les valeurs des �� �etant les m
emes pour tous les grains �absence de d�esordre�� L�in	
dice � sp�eci�e totalement l��etat quantique� incluant les degr�es de libert�e de spin
que l�on suppose non	d�eg�en�er�es dans le cadre de ce mod�ele� Notant nj l�op�era	
teur nombre de particules au site j tous �etats � confondus� et t� l��energie gagn�ee
par d�elocalisation lors du passage par e�et tunnel d�un grain �a l�autre� on �ecrit le
hamiltonien suivant �

H � �
X
�i�j���



t�c

�
i��cj�� # c�c�

�
#
X
j��

��c
�
j��cj�� #

U

�

X
j

nj�nj � ��

o�u U est le terme de �Hubbard par particule � i�e� l�analogue du terme d�ordre
e�

C
calcul�e plus haut� Par ailleurs l��ecart �energ�etique ( entre niveaux est pris constant�
i�e� ( � ���� � ��� ��� De m�eme� t� � t� ���

�A l�aide de simulations num�eriques� les auteurs �etablissent le spectre �energ�etique
des excitations de ce syst�eme �a partir de l��etat fondamental� Ils trouvent trois
phases distinctes suivant les valeurs de t

U
�

� lorsque t est petit� on a une phase de blocage de Coulomb individuel� i�e�
l�addition d�un �electron ne peut se faire que moyennant un apport d��energie
U#( car l��etat fondamental est un �etat o�u le nombre de particules sur chaque

�le est un bon nombre quantique� En d�autres termes� t est trop faible pour
que les 
uctuations de charge par ��le soient d�ordre e $

� lorsque t augmente� pr�ecis�ement lorsque t � (� l��etat fondamental n�est plus
l��etat o�u chaque �electron est mis sur le niveau d��energie le plus faible� Il
devient �energ�etiquement favorable d�inclure� dans l��etat fondamental du sys	
t�eme� les �etats " �a une particule " d��energie �elev�ee a�n de diminuer l��energie
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cin�etique du syst�eme� Autrement dit� l��etat fondamental a des projections non
nulles sur les � �elev�es� i�e� cet �etat permet les 
uctuations de charge sur une
��le au moins d�ordre e� Ceci est analogue �a l��etat antiferromagn�etique que l�on
trouve en champ magn�etique faible dans le mod�ele de Mott� De m�eme qu�on
a alors une corr�elation antiferromagn�etique des spins des �electrons de sites
voisins� de m�eme ici on a une anticorr�elation d�occupation entre ��les voisines �
lorsque sur une ��le un �etat de � �elev�e est occup�e� cet �etat est inoccup�e sur les
��les voisines ���� Cependant� m�eme si on n�a plus blocage de Coulomb indivi	
duel� on a encore un �gap entre le fondamental du syst�eme et ses excitations
de basse �energie� C�est pourquoi on appelle cette phase � phase de blocage de
Coulomb collectif�

� En�n� lorsque t � U � on a une phase o�u il n�y a plus de gap entre le fondamen	
tal et les excitations de basse �energie � il n�y a plus de blocage de Coulomb�
on obtient l��equivalent de l��etat m�etallique dans le mod�ele de Mott �a grande
concentration d��electrons�

Signalons qu�en pr�esence de fort d�esordre� il ne sera plus possible d�obtenir la
phase de �blocage de Coulomb collectif � En e�et� les valeurs de �� �etant distri	
bu�ees� on est toujours dans le cas � t petit � i�e� toujours dans le cas du blocage de
Coulomb individuel� C�est ce cas que nous abordons maintenant�

�������� Interactions sur r�eseau avec d�esordre� " Middleton et Wingreen �

� con	
sid�erent le transport �electrique �a T � � dans le syst�eme d�ecrit par la �gure ��� Des
��les m�etalliques �repr�esent�ees par des carr�es blancs� sont dispos�ees sur un r�eseau
de dimension d et capacitivement coupl�ees entre elles� La capacit�e entre premiers
voisins est prise �egale �a C � constante et la capacit�e entre ��les non premi�eres
voisines est n�eglig�ee� car le nombre de lignes de champ �electrostatique qui relient
directement deux ��les non premi�eres voisines est tr�es r�eduit� De plus chaque ��le est
capacitivement coupl�ee �a la masse via une capacit�e C� prise ind�ependante de l���le�
Les auteurs se placent dans la situation C � C�� c�est	�a	dire que pour chaque ��le�

le couplage capacitif principal est le couplage �a la masse via C�� En e�et� C et C�

sont en parall�ele� i�e� la capacit�e e�ective pour chaque ��le est Ce�� � C #C� � C��
L�avantage de cette limite est que les grains sont presque ind�ependants � on peut
donc n�egliger les corr�elations de charge entre grains non premiers voisins� Pour
prendre en compte le d�esordre �d�u aux 
uctuations diverses des propri�et�es des
��les�� les auteurs introduisent la notion de charge d�o�set qi qui d�ependant de l���le
consid�er�ee et qui� dans les simulations num�eriques� sont tir�ees au hasard� On peut
montrer que chaque charge d�o�set qi a pour e�et de d�ecaler le dernier niveau

d��energie du grain i de � q�i
C�

� Le syst�eme pr�esente donc un fort d�esordre sur les

niveaux d��energie entre les ��les� ce qui� dans le langage du mod�ele du paragraphe
pr�ec�edent� signi�e qu�on est ici dans le cas t petit� Ajoutons que si le d�esordre en

��� Poursuivant cette analogie	 la phase �a petit t �blocage de Coulomb individuel� est
analogue �a la phase ferromagn�etique que l
on trouve dans le mod�ele de Hubbard �a fort
champ magn�etique�
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Fig� ��� � Mod�ele de grains m�etalliques � repr�esent�es par des carr�es blancs � coupl�es
par des capacit�es toutes prises �egales �a C� Chaque ��le m�etallique est coupl�ee �a la grille
� en pointill�es	 potentiel V� � via une capacit�e C� constante	 non repr�esent�ee sur la
�gure� Le d�esordre est pris en compte par les charges d
o�set qi	 o�u � � qi � jej� VL est le
potentiel du contact de gauche et VR celui du contact de droite  ��!�

 Model of a network of metallic grains � white squares � coupled to the nearest

neighboors by capacities all equal to a constant C� Each metallic island is coupled to the

gate � dashed	 potentiel V� � by a constant capacity C� �not showed�� O�set charges	

� � qi � jej	 mimic the e�ect of disorder� VL and VR are respectively the potential of the

left and right contacts  ��!�!

�energie exc�ede
e�

C�
alors celui	ci sera en partie combl�e par l�arriv�ee d�un nombre

entier de charges� C�est pourquoi � � qi � jej�
Partant de l�a� l��energie du syst�eme vaut �

E �
�

�

X
��les i�j

�Qi # qi�C
��
ij �Qj # qj� # VLQL # VRQR #

X
��les i

V ext
i Qi

o�u Qi est le nombre entier de charges se trouvant sur l���le � i du fait de l�imposition
des potentiels VL et VR sur les contacts de gauche et de droite qui portent les charges
QL et QR� C

��
ij est un �el�ement de la matrice inverse de la matrice capacitance dont

on a d�ej�a expliqu�e qu�elle ne contient que C et C� et que c�est une matrice bande
car les capacitances entre ��les non premi�eres voisines sont n�egligeables� Le terme
V ext
i est un terme de bord traduisant l�e�et sur l���le � i des potentiels impos�es

VL� VR �
�� Pour l�expression explicite de ce terme� nous renvoyons �a �

��

��� En e�et l
inverse d
une matrice bande n
est pas une matrice bande ce qui implique
que chaque ��le � i� a un terme de couplage �a VL� VR�
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La situation de d�epart de la simulation num�erique est VL � VR et bien s�ur
Qi � �� �i� Fixant VR et augmentant VL� les charges vont migrer de gauche �a
droite dans le r�eseau de grains� La condition pour qu�une charge puisse tunneler
du site � i au site voisin � j est que le terme de Coulomb soit plus petit que la
di��erence de potentiel entre ces deux sites� i�e� �

Vi � Vj #
e

C�

Notons que cette condition sera d�autant plus facile �a remplir que qi exc�ede qj�
ainsi que le montre le sch�ema de la �gure ��� �A VL �x�e� l�avance des charges est

stopp�ee lorsque en tout point Vi � Vj #
e

C�
� Puisque l�avance des charges est

bloqu�ee le courant ne passe pas � on dit que l�on est au	dessous du voltage critique
VC� Donc� en d�epit du caract�ere al�eatoire de l�e�et tunnel� la con�guration statique
de charges �a n�importe quel voltage inf�erieur au voltage critique VC est enti�erement
d�e�nie par la con�guration de d�esordre des charges d�o�set qi� C�est pourquoi� �a
une valeur de VL donn�ee correspond de mani�ere bijective une seule con�guration
de charges Qi� Nous appellerons �interface la ligne s�eparant la zone charg�ee �o�u

les Qi �� ��� de la zone non charg�ee �o�u Qi � ��� Lorsque VL augmente de
e

C�
� une

charge est ajout�ee en chaque point et l�interface doit donc avancer au moins d�un
cran� possiblement de plus d�un cran si le d�esordre du grain suivant est favorable �si
sa charge d�o�set est petite�� La progression de cette interface lorsque VL augmente
est d�ecrite par la �gure ���
Puisque l�on est �a T � �� le courant ne pourra commencer �a passer que lorsque

le point le plus avanc�e de l�interface sera arriv�e au contact de droite� �A ce moment
l�a on est dans la situation o�u �

� VL�VR � VC� ce voltage critique traduisant une transition de phase entre une
phase o�u les charges sont li�ees par l�interaction de Coulomb �VL � VR � VC�
et une phase o�u il existe des charges libres donc un courant �ni �a temp�erature
nulle ��etat m�etallique� $

� un seul chemin %� conduit le courant� ce chemin �etant le meilleur� c�est	�a	dire
celui qui minimise la somme de tous ses termes de Coulomb� Le chemin %�
�correspondant �a une certaine con�guration de d�esordre� est repr�esent�e �en
noir� sur la �gure �
� Il repr�esente des caract�eristiques statistiques �duales 
de celles de l�interface dont le comportement statistique a �et�e �etudi�e dans le
cadre de ce que l�on appelle l��equation Kardar	Parisi	Zhang ��&�� Sans entrer
dans les d�etails� signalons que si %� est aussi peu tortueux c�est parce que
les 
uctuations des termes de Coulomb sont faibles �� � qi � jej�� C�est
pourquoi l�optimisation de VC se fait par un chemin peu tortueux car c�est
surtout le nombre de capacit�es rencontr�ees qui �xe l��energie totale �a fournir�
Ceci s�oppose au cas de la r�esistance globale en r�egime de Mott �etudi�e au
paragraphe ��
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Fig� ��� � a� Sch�ema des voltages d
��les pour un r�eseau unidimensionnel au�dessous du

voltage seuil de conduction� Chaque carr�e indique une augmentation de
e

C�

dans le voltage

sur site du fait de l
arriv�ee d
une nouvelle charge� L
o�set relatif entre les voltages est d�u

aux charges d
o�set � � qi � jej� Si le voltage VL est �a nouveau accru de
e

C�

	 les charges

progresseront par e�et tunnel dans le r�eseau jusqu
au moment o�u elles rencontreront
une charge d
o�set trop grande	 comme ceci est �gur�e par les carr�es en pointill�e  ��!�
b� Progression de l
interface �zone charg�ee�zone neutre� �a mesure que la di��erence de
potentiel V � VR � VL augmente� La forme de l
interface �uctue �a cause du d�esordre
pris en compte par les charges d
o�set� Lorsque V atteint VC	 le point le plus avanc�e de
l
interface �A� atteint le contact de droite  ��!�

 a� Schematic view of island voltages in a �d network below the conduction threshold

voltage� Each square indicates an increase of the on�site voltage of
e

C�

due to the addition

of a new charge on the considered grain� O�set charges	 � � qi � jej	 are responsible for

relative o�set voltages� If VL is further increased of
e

C�

	 charges tunnel forward in the

network as long as they encounter a o�set charge too large �dashed squares�� From  ��!�

b� Progression of the �charged�neutral� interface when the tension V � VR�VL increases�

The exact shape of the interface �uctuates due to the disorder taken into account by o�set

charges� When V reaches VC	 the most advanced point �A� of the interface reaches the

right contact� From  ��!�!
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Fig� ��� � En noir	 le chemin optimal pour V juste un peu sup�erieur �a VC � le courant
passe alors ultra�majoritairement par ce chemin	 la conduction le long de tous les autres
�etant exponentiellement faible� Ce chemin est bien moins tortueux que celui optimisant
la r�esistance en r�egime lin�eaire �cf� Fig� �� et du m�eme type que celui optimisant la
somme de variables distribu�ees de fa�con �etroite sur un r�eseau �cf� chemin peu tortueux
de la Fig� ��� Pour $�	 la longueur divergeant �a V � VC est la distance L entre points de
branchements du chemin� Pour le chemin noir	 cette longueur est �nie car V 	 VC� Lorsque
V � VC

VC
devient d
ordre � le nombre de chemins optimaux augmente consid�erablement

�cas repr�esent�e en gris clair�  ��!�

 Black� optimal path for V just above the threshold voltage VC� the electrical current

mostly �ows along this path	 the conduction along all other paths being exponentially

small� This path is much less tortuous than the one optimising the global resistance in

the linear regime �see Fig� �� and is of the same kind than the one optimising the sum

of random variables narrowly distributed on a network �see Fig� ��� For $� the diverging

length at V � VC is the distance L between the branching points along the path� For the

black path	 L is �nite since V 	 VC� When
V � VC

VC
� �	 the number of optimal paths

considerably increases �grey�� From  ��!�!

Bien s�ur� �a mesure que VL�VR d�epasse VC� de plus en plus de chemins conduisent�
Sur la �gure �
� les chemins en gris clair repr�esentent les chemins conducteurs pour
un voltage sup�erieur �a VC�
Les propri�et�es de ces chemins sont les suivantes �

� la longueur critique L du probl�eme est la distance entre points de branche	
ment sur un chemin� Cette longueur diverge �a la transition �i�e� �a VC� comme
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L � v�� o�u v �

�
VL � VR

VC
� �

�
$

� l�extension transverse L� d�un chemin est L� � L� o�u 	d�� � �
� alors que

	d�� � �� ��� �� ��&�

Pour une valeur donn�ee de v� il y a donc un nombre N� � S�
L�d��

de meil	

leurs chemins conducteurs� en notant S� la surface de l��echantillon orthogonale au
courant� Donc �

N� � L��d���� � v�d����

Or chacun des N� meilleurs chemins est unidimensionnel� ce qui implique que le
courant qui y passe est proportionnel �a v� Il vient donc pour l��echantillon global �

I

I�
� v� avec � � � # �d� �� 	d

ce qui am�ene �d�� � �
� et �d�� � �� ��� �� ��� Pr�ecisons que I� est le courant qui

circule dans l��echantillon lorsque v � �� c�est	�a	dire lorsque VL � VR � �VC� ce qui
constitue la limite sup�erieure de la r�egion critique� En e�et� si a est la taille d�un
motif du r�eseau� on a pour v � � �

L� �
a

v�
� a

ce qui signi�e que statistiquement tous les chemins directs conduisent le courant�
Cette th�eorie a �et�e test�ee par des travaux r�ecents sur des syst�emes mod�eles bi	

dimensionnels r�ealis�es gr�ace aux techniques de lithographie les plus modernes �
&��
L�accord est bon� les di��erences entre pr�edictions et exp�erience pouvant s�expli	
quer soit par e�ets de taille �nie soit par e�ets de temp�erature �nie� Signalons que
Ladieu� Sanquer et Bouchaud ont repris le mod�ele de Middleton et Wingreen en
y incluant les e�ets de temp�erature �nie ���� 
��� Ces auteurs montrent la grande
pertinence de ce mod�ele en ce qui concerne les non lin�earit�es d�un alliage amorphe
Y���Si��
 aussi bien sur des �lms minces �d � �� que �epais �d � ��� Dans l�interpr�e	
tation de Ladieu et al� ce sont les 
uctuations de ��EF� qui permettent de d�e�nir
un r�eseau analogue �a celui de Middleton et al� � les sites de grande longueur de lo	
calisation sont assimil�es aux ��les m�etalliques� ces sites �etant s�epar�es par des r�egions
de petite longueur de localisation assimil�ees aux barri�eres isolantes de Middleton et
al�� Ceci sugg�ere que la pertinence du mod�ele de Middleton et al� ne se limite pas
aux �echantillons mod�eles r�ealis�es par lithographie� mais que ce mod�ele peut �etre
utile pour les non lin�earit�es des isolants d�esordonn�es� De plus� en r�egime lin�eaire�
les auteurs utilisent ce mod�ele d���les capacitivement coupl�ees pour rendre compte

d�un passage de la loi de Mott R � exp

�
T�
T

���	
�a une loi simplement activ�ee

R � exp

�
U

T

�
lorsque la temp�erature diminue�
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Comme nous allons le voir dans la suite� les concepts pr�ec�edents sont tr�es di��e	
rents de ceux qui ont �et�e utilis�es jusqu�ici dans les isolants d�esordonn�es aussi bien
lorsqu�il s�est agit de prendre en compte les interactions que les e�ets non lin�eaires�
En e�et� jusqu�au travail de Middleton et Wingreen� aussi bien les interactions que
les non lin�earit�es ont �et�e abord�ees dans un cadre des mod�eles que nous appellerons

homog�enes�� Cette hypoth�ese d�homog�en�eit�e est oppos�ee �a ce que nous venons
d�exposer dans le cadre du blocage de Coulomb comme le r�ev�ele l�examen de la
�gure ��a � la di��erence de potentiel y est inhomog�ene car elle est concentr�ee entre
les 
�les du fait de la di��erence qualitative entre les ��les " parfaitement m�etalliques
" et les barri�eres qui les entourent " parfaitement isolantes "� On pourrait tra	
duire cette di��erence qualitative en disant que le mod�ele ci	dessus contient deux
longueurs de base � la taille des ��les m�etalliques et celle des r�egions isolantes� Ceci
tranche nettement avec les mod�eles �elabor�es bien plus t�ot et que nous exposons
maintenant�

���� Mod�eles homog�enes 	 non lin�earites et gap d�Efros et Shklovskii

������ Mod�eles homog�enes de non�lin�earit�es

�������� Mod�ele �du champ �electrique E � " Dans le cas du saut �a port�ee variable�
les non	lin�earit�es de la conductance ont �et�e calcul�ees par Larkin et Kmel�nitskii �
���
Ces auteurs calculent de quelle mani�ere la r�esistance diminue lorsque le voltage
d�excitation V augmente� Tant que le champ �electrique E est assez faible pour que
la di��erence de potentiel �a l��echelle de rMott ne soit pas plus grande que le saut
en �energie EMott associ�e au saut de Mott� le saut de Mott reste le m�eme et l�on
obtient �

RV � RV�� � exp
�
�eErMott

T

�
ceci tant que � eErMott� EMott �

T

�

�
T�
T

� �

d# �

Bien s�ur� lorsque E augmente trop� le longueur du saut de Mott est a�ect�ee et elle
commence �a diminuer au fur et �a mesure que E augmente� Les auteurs montrent
que R �E� est toujours donn�ee par la m�eme loi que R �E � �� mais que la tem	
p�erature caract�eristique de cette loi diminue contin�ument lorsque E augmente� Si

ln �RV��� � exp

�
T�
T

��

� la seule chose que changera un champ E donn�e sera de

diminuer T� en le rempla�cant par �

T� �E� � T� �

�
�� eE�

T

�

Ceci est valable aussi bien lorsque � � �
d�� " loi de Mott " que lorsque � � �

�
" loi d�Efros et Shklovskii� cf� paragr� ����� "� Nous retiendrons donc que �a tem	
p�erature donn�ee� la diminution continue de T� avec E engendre une augmentation
exponentielle de la conductance� jusqu��a atteindre un r�egime ind�ependant de la
temp�erature �lorsque T� �E� � ��� Soulignons que� selon notre terminologie� ce mo	
d�ele est homog�ene car il ne contient qu�un seule longueur fondamentale � �� Aucun
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comportement critique n�est attendu en champ �electrique contrairement �a ce que
nous avons expos�e dans le mod�ele de Middleton et Wingreen �paragr� ���������

�������� Mod�ele des �electrons chauds� " La loi de Mott " ou d�Efros et Shklovskii�
cf� paragr� ����� " a �et�e tr�es observ�ee �a faible champ �electrique� Il est donc bien
surprenant que la loi de non lin�earit�es �enonc�ee ci	dessus ait beaucoup moins �et�e
observ�ee puisqu�elle d�ecoule tr�es naturellement de la notion de saut �a port�ee va	
riable� Nous ne connaissons qu�un seul article o�u la loi de Larkin Kmelnitskii s�est
av�er�ee pertinente pour rendre compte des non lin�earit�es exp�erimentales �
��� Ce fut
dans une exp�erience men�ee sur Si�P pour �&� mK � T � &�� mK� Signalons cepen	
dant que la valeur obtenue pour rMott �a partir des non lin�earit�es fut de � �� �m �a
T � ��� mK� valeur environ ��� fois sup�erieure aux estimations les plus favorables�
Cet �ecart manifeste n�a jamais re�cu d�explication�

Face �a ce probl�eme� le mod�ele le plus utilis�e a �et�e celui des ��electrons chauds �
L�id�ee centrale est directement h�erit�ee des semiconducteurs m�etalliques � �a basse
temp�erature� les �electrons sont mal coupl�es aux phonons� au point que l��emission
de phonons est insu�sante pour dissiper toute l��energie que le champ �electrique
communique aux �electrons� Leur temp�erature s��el�eve donc au	dessus de celle des
phonons� Soulignons tout de suite l�ambigu��t�e microscopique de ce mod�ele � dans
un m�etal il est tout �a fait permis qu�un �electron �a EF change progressivement
de niveau d��energie puisque tous les niveaux sont d�elocalis�es ce qui fait que leur
recouvrement est fort� Mais dans le cas d��etats localis�es� les niveaux proches en
�energie sont statistiquement tr�es �eloign�es� i�e� leur recouvrement est exponentielle�
ment faible� Il est donc bien di�cile d�imaginer par quel m�ecanisme microscopique
la temp�erature des �electrons pourrait s��elever au	dessus de celle des phonons dans
un isolant d�esordonn�e� En ce sens� le mod�ele de Larkin Kmelnitskii nous semble
prendre en compte ce faible recouvrement entre niveaux localis�es puisqu�il garde la
notion de passage par e�et tunnel entre niveaux localis�es�

Soulignons que notre argument n�exclue pas que l�isolant dans son ensemble "
i�e� phonons et �electrons " chau�e par rapport au cryostat en fort champ �elec	
trique du fait d�une thermalisation exp�erimentalement imparfaite qui rend di�cile
l��evacuation de la puissance inject�ee� En e�et� la conductance thermique Gph��s
entre l��echantillon et le crysotat est toujours �nie� et l�on s�attend donc �a ce que
la di��erence de temp�erature entre le cryostat et un isolant d�esordonn�e croisse �a
mesure qu�augmente la puissance �electrique inject�ee dans ce dernier� On peut il	
lustrer cette id�ee en commentant le travail de Wang et al� �
�� e�ectu�e sur du Ge
dop�e par transmutation neutronique� En jouant sur la forme de l��echantillon et sur
celle des �electrodes� les auteurs sont capables d�injecter une forte puissance P dans
une r�egion de l��echantillon� et une faible puissance dans une seconde r�egion� Cette
derni�ere se comporte selon la loi de Mott en r�egime lin�eaire et sert de thermom�etre
indiquant la temp�erature Tph� de l��echantillon entier car il est raisonnable de n�egli	
ger la di��erence de temp�erature entre les deux r�egions� Pour chaque valeur de P�
les auteurs extraient la valeur de Tph� �a partir de la r�esistance de la r�egion o�u la
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Fig� ��� � Sch�ema du mod�ele des �electrons chauds� La puissance �electrique inject�ee
P � IV est communiqu�ee aux �electrons qui sont coupl�es aux phonons par une conductance
thermique �nie Ge�ph�� Les phonons sont �a leur tour coupl�es au cryostat ��Thermal Sink��
par une imp�edance thermique �nie Gph�s�� D
apr�es  ��!�

 Schematic representation of the hot electrons model� Electrons receive the power P �

IV and are coupled to phonons by a �nite thermal conductance Ge�ph�� Phonons are

themselves linked to the cryostat ��Thermal Sink�� by a �nite thermal conductance Gph�s��

From  ��!�!

faible puissance est inject�ee� La corr�elation entre P et Tph� suit la loi �

P � gph�s

�
T ���
ph� � T ���

s

	

o�u Ts est la temp�erature du cryostat ��s signi�ant �heat Sink �� gph��s est une
constante reli�ee �a Gph��s et � est une constante� Les auteurs obtiennent � � ���
ce qui est tr�es proche de ce que donne le calcul standard de l�imp�edance thermique
entre deux solides en contact � � ��

S�appuyant sur cette connaissance de Tph��P�� les auteurs cherchent �a rendre
compte des non lin�earit�es courant tension de la r�egion o�u la forte puissance P
est inject�ee� Apr�es avoir constat�e l��echec de la loi de Larkin Kmel�nitskii �cf� Sect�
pr�ec�edente�� le mod�ele sch�ematis�e sur la �gure �& est adopt�e� On suppose l�existence
d�une imp�edance thermique Ge�ph� entre les �electrons et les phonons� L��ecoulement
de la puissance �electrique des �electrons vers le cryostat va donc produire un gradient
thermique � Te� � Tph� � Ts� o�u Te� est la temp�erature des �electrons� De m�eme que
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Fig� ��� � Les points sont les non lin�earit�es observ�ees �a diverses temp�eratures Ts du
cryostat	 indiqu�ees sur le graphe� Les lignes continues sont le meilleur ajustement possible
utilisant le mod�ele des �electrons chauds� D
apr�es  ��!�

 The points are the non linearities experimentally obtained at various temperatures Ts of

the cryostat� � see Ts values on the graph �� The continuous lines are the best �t using

the hot electrons model� From  ��!�!

ci	dessus� les auteurs �ecrivent �

P � ge�ph�

�
T���
e� � T���

ph�

	
o�u ge�ph� et � sont des constantes dont l�ajustement doit permettre de rendre compte
des non lin�earit�es courant tension� En e�et� la r�esistance R�Te�� s�obtient en rem	
pla�cant T par Te� dans la r�esistance en r�egime lin�eaire� Il vient donc� en notant par
R� une constante de proportionnalit�e �

V � IR�Te� � IR� exp

� U
Te�

����

o�u U et l�exposant �
� sont les marques de la loi d�Efros et Shklovskii �cf� �������

valable en r�egime lin�eaire pour les syst�emes Ge consid�er�es ici�
Les deux relations pr�ec�edentes permettent les ajustements illustr�es par la �	

gure ��� La valeur choisie est � � &� Cette valeur est aussi celle qui appara��t
comme la meilleure pour les non lin�earit�es de �lms amorphes isolants NbxSi��x o�u
x � �� ��& �&��� �A notre connaissance� les valeurs optimales pour ge�ph� et � varient
entre les divers syst�emes �etudi�es� Ces variations ont une tr�es grande importance
pour toutes les �equipes qui cherchent �a utiliser les isolants d�esordonn�es comme
d�etecteurs de particule � il s�agit alors de mesurer l��echau�ement produit lors de
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l�absorption d�une particule par un cristal di�electrique sur lequel est �x�e un iso	
lant d�esordonn�e servant de thermom�etre� Toute la question est de savoir alors quel
courant maximal peut circuler dans un tel thermom�etre sans que la sensibilit�e en
temp�erature soit trop d�egrad�ee� Dans ce cadre� les non lin�earit�es ont donn�e lieu
�a nombre d��etudes �&�� exp�erimentales ainsi qu��a certains ra�nements th�eoriques
comme celui propos�e par Perrin �&�� qui introduit l�id�ee que la temp�erature des
phonons Tph� d�epend de leur longueur d�onde�

Il est int�eressant de commenter un peu plus l�allure des non lin�earit�es de la �	
gure ��� Le trait le plus marquant est qu��a fort courant I le voltage V augmente
bien plus lentement qu��a faible I� Ceci est d�u �a la d�ecroissance de R�Te�� lorsque P
" donc I " augmente� Aux plus basses temp�eratures �Ts � ��� 
 mK�� cette d�e	
croissance de R�Te��� lorsque les �electrons chau�ent� est si forte qu�elle peut dominer
le sens de variation de V � L�existence d�un maximum dans V �I� est justement le
moment o�u en augmentant P on d�ecro��t plus R�Te�� que l�on n�augmente I� Souli	
gnons que ce ph�enom�ene de r�esistance di��erentielle n�egative doit s�inverser lorsque
Te� approche U � En e�et� R�Te�� ne varie alors quasiment plus et la croissance de
I domine le sens de variation de V � Aux forts courants� on attend donc V � I� De
plus ce comportement doit �etre �m�etallique au sens o�u il doit tr�es peu d�ependre de
la temp�erature Ts puisque �a fort courant R�Te�� est peu sensible �a Te� lequel est lui
aussi peu d�ependant de Ts� Ce r�egime �m�etallique �a tr�es fort courant est inexplor�e
sur la �gure ��� comme quasiment dans toutes les autres �etudes de non lin�earit�es�
Or c�est ce r�egime qui permet d�arbitrer entre le mod�ele de grains de Middleton
Wingreen et le mod�ele d�electrons chauds� En e�et� Middleton et Wingreen� du fait
que leur approche est �a T � �� ne pr�edisent les non lin�earit�es que pour V � Vc�
i�e� pour la phase �m�etallique � Dans ce r�egime� les pr�edictions des deux mod�eles
sont pourtant clairement distinctes � I � V suivant l�approche ��electrons chauds 
alors que I � �V � Vc�� suivant l�approche �Middleton Wingreen �

Pour r�esumer cette question des non lin�earit�es� rappelons que le mod�ele du champ
�electrique de Larkin Kmel�nitskii permet tr�es rarement de rendre compte des non li	
n�earit�es exp�erimentales surtout aux temp�eratures les plus basses� Le mod�ele d��elec	
trons chauds a �et�e bien plus utilis�e par les exp�erimentateurs �
�!&�� car il permet
de rendre compte avec un succ�es certain des courbes exp�erimentales tout au moins
tant qu�on n�explore pas la r�egion des champs tr�es forts� Cependant� ce mod�ele
nous semble microscopiquement ambigu� car il semble passer sous silence le carac	
t�ere localis�e des �etats �electroniques� L��elaboration r�ecente d�un mod�ele granulaire
par Middleton et Wingreen �

� vient relancer le d�ebat� en pr�edisant des non lin�ea	
rit�es clairement distinctes de celles obtenues par l�approche des �electrons chauds�
Pour que l�exp�erience puisse arbitrer entre ces deux mod�eles� il faut que le r�egime
�a tr�es fort champ �electrique� peu d�ependant de la temp�erature� soit explor�e avec
pr�ecision� �A notre connaissance� ceci n�a �et�e fait qu�une seule fois ���� au sujet d�al	
liages amorphes Y���Si��
� La conclusion fut alors en faveur du mod�ele de Middleton
et al�� Il serait tr�es souhaitable que ceci soit fait sur des syst�emes tr�es di��erents�

������ Gap de Coulombd�Efros et Shklovskii��Toujours dans le cadre des mod�eles
homog�enes� nous quittons le domaine des non lin�earit�es pour aborder l�e�et des
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interactions entre �electrons sur le comportement de la r�esistance en r�egime lin�eaire�
Efros et Shklovskii ont �et�e les premiers �a proposer un mod�ele prenant en compte
les interactions dans les isolants tr�es d�esordonn�es� Ce mod�ele a �et�e tr�es important
car il fut le premier �a pr�edire que la divergence de R �a tr�es basse temp�erature est
plus rapide que ne le pr�edit la loi de Mott� Cette divergence acc�el�er�ee a �et�e tr�es
souvent observ�ee exp�erimentalement� au point que certains pensent que la question
des interactions est r�esolue dans les isolants d�esordonn�es -

Consid�erons donc un ensemble de sites localis�es centr�es spatialement en ri et dont
l��energie est Ei� Du fait du d�esordre les Ei sont distribu�es de site en site� Dans l��etat
fondamental� les �electrons occupent tous les niveaux d��energie inf�erieurs au niveau
de Fermi EF� les sites d��energie sup�erieure �etant vides� Par d�e�nition de ce qu�est
l��etat fondamental d�un syst�eme� il est clair que toute excitation �a partir de cet
�etat doit �etre d��energie positive� Calculons le co�ut �energ�etique Ci�j du transfert
d�un �electron du site ri� Ei 	 EF au site rj� Ej 
 EF� avec rij � � pour que les
deux sites soient distincts� On a �

Ci�j � Ej � Ei � e�

���rri�j

o�u ri�j est la distance entre i et j et �r est la constante di�electrique relative du
mat�eriau �etudi�e� Dans l�expression de Ci�j� toute la surprise est dans le troisi�eme
terme� En e�et� ce terme repr�esente l�interaction attractive entre l��electron arriv�e
en rj et le trou que son d�epart a cr�e�e en ri�

Ce troisi�eme terme est n�egatif puisqu�il provient d�une �energie de stabilisation de
la paire �electron trou� Lorsque les sites sont proches� ce terme est grand� Puisque
Ci�j doit �etre positif� cela signi�e que les niveaux proches en �energie au voisinage de
EF ne peuvent pas �etre trop proches dans l�espace� Autrement dit� pr�es du niveau
de Fermi il va falloir que la densit�e d��etats soit fonction de l��ecart au niveau de
Fermi � plus cet �ecart �E va �etre faible et plus la densit�e d��etats n��E� devra �etre
faible� Sur la base �a la fois de simulations num�eriques et d�un argument intuitif �����
Efros et Shklovskii proposent que �

n��E� � ��E�
d��

La densit�e d��etats s�annule donc �a EF mais contin�ument� on n�a pas un vrai gap
mais un gap �doux � Si �loin de EF la valeur nominale de la densit�e d��etats est
n�� on obtient l�extension en �energie G de ce gap �doux en �egalant la relation
ci	dessus avec n�� �A trois dimensions� cette extension en �energie du gap �doux est

G � n
���
� � Une valeur typique dans les semiconducteurs faiblement dop�es est que

cette extension en �energie est de l�ordre de quelques Kelvins�

Puisque la loi de Mott a �et�e �etablie en supposant une densit�e d��etats constante
autour de EF cela signi�e que lorsque T � G on n�aura plus la loi de Mott� mais
une divergence plus rapide du fait du manque de niveaux autour de EF� Il est facile
de reprendre le raisonnement de Mott en y incluant la d�ependance fonctionnelle de
n��E�� C�est ce que font Efros et Shklovskii pour �etablir leur loi pour la d�ependance
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en temp�erature de la r�esistance lorsque T � G� Ils obtiennent �

R � exp

�U
T

����
o�u U � e�

���r�

Notons que cet exposant �
� ne d�epend plus de la dimension d� De plus� comme

le sugg�erent �a la fois nos notations ainsi que l�expression de U � on peut interpr�eter
l��energie intervenant dans la loi d�Efros et Shklovskii comme l��energie de charge d�un
il�otm�etallique de taille �� i�e� comme l��energie �a fournir pour ajouter un �electron sur
un site de taille � " consid�er�e comme m�etallique " entour�e d�un mat�eriau isolant
de constante di�electrique relative �r� En d�epit de ce parall�ele entre le blocage de
Coulomb et le gap �doux d�Efros et Shklovskii� notons que dans le premier cas

nous avons vu que R � exp

�U
T

��
avec � � �� alors que suivant Efros et Shklovskii

� � �
� � Ceci provient de ce que ces auteurs font l�hypoth�ese " peu explicite " que

les e	ets de Coulomb sur site � mesur�es par U � sont toujours plus faibles que les
e	ets de d�esordre dans les isolants d�esordonn�es �&��� e�ets mesur�es par T� que l�on
a " aux paragraphes � et � " approxim�e par ( l��ecart entre niveaux sur site "
nous verrons au paragraphe ��� que certains auteurs r�ecusent cette approximation
en pr�esence d�interactions entre �electrons "� Quelle que soit la mani�ere retenue
pour estimer T�� nous pouvons reformuler l�hypoth�ese d�Efros et Shklovskii en
supposant que� partant d�un site i proche de EF� un �electron trouve toujours un
site j dont le niveau occup�e avant le saut Ej�avant est su�samment inf�erieur �a EF

pour que lorsque l��electron saute de i en j on ait �

Ej�apr�es � Ej�avant # U � valeur aussi proche que l�on veut de EF

Comme on l�a expliqu�e pr�ec�edemment� le terme �valeur aussi proche que l�on
veut de EF  n�ecessite quand m�eme de v�eri�er que le fondamental soit stable
par rapport aux excitations de basse �energie et en particulier par rapport aux
excitations �electron trou� Mais encore une fois� dans ces excitations� lorsque un
�electron arrive sur un site� on ne compte pas l��energie U �a payer sur site� i�e� on
suppose que le d�esordre en �energie est su�samment fort pour que U soit absorb�e
dans le d�esordre� ce que nous avons traduit dans l��equation ci	dessus en disant que
on trouve toujours un site d�arriv�ee j tel que �Ej�apr�es soit aussi proche que l�on veut
de EF � C�est pourquoi dans le cadre de cette hypoth�ese� il ne reste plus �a prendre
en compte que la partie la plus faible de l�interaction� i�e� la partie d�interaction

�electron	trou
e�

���rri�j
qui est

ri�j
�

fois plus petite que le terme de Coulomb sur site

U � Soulignons que le mod�ele d�Efros et Shklovskii est bien un mod�ele homog�ene
puisqu�il ne fait intervenir qu�une seule longueur de base � �� C�est cette longueur
que l�on retrouve dans l��energie de Coulomb qui intervient dans le gap d�Efros et

Shklovskii � U �
e�

���r�
� Mais du fait de la disparition des termes sur sites on obtient

R � exp

�U
T

����
au lieu d�obtenir R � exp

�U
T

��
�
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Loi d�Efros et Shklovskii et �etat de charge du fondamental

De fa�con g�en�erale� Efros et Shklovskii ont toujours a�rm�e que leur loi ne peut
�etre adapt�ee qu�au cas des syst�emes dont l��etat fondamental est charg�e� Notons que
dans les semi conducteurs faiblement dop�es seuls les atomes de dopant apportent
des �electrons� dont une partie est pi�eg�ee par les d�efauts� les e�ets de la compen	
sation� etc� Les semi conducteurs faiblement dop�es comportent donc a priori des
sites de localisation vides d��electrons� ce qui rend leur �etat fondamental charg�e� Ce
crit�ere d��etat fondamental charg�e est tr�es important puisqu�il permet d�expliquer
pourquoi la loi d�Efros et Shklovskii s�applique aussi dans le cas de certains sys	
t�emes granulaires� fort �etudi�es dans les ann�ees soixante dix� Avant d��etudier ceci
en d�etail �cf� ����� essayons d�expliciter ce crit�ere� Si le fondamental est charg�e�
il su�t� pour propager le courant� de d�eplacer les charges qui existent d�ej�a� Au	
trement dit� il n�y a pas besoin de fournir au syst�eme l��energie U n�ecessaire pour
cr�eer un site charg�e dans un syst�eme initialement neutre� Bien s�ur� pour que le
fondamental soit charg�e� il est n�ecessaire que le d�esordre en �energie de site �a site

soit grand devant l��energie de charge U��� � e�

���r�
� En e�et� c�est seulement dans

ce cas que le syst�eme peut supporter des sites charg�es puisque� alors� le respect de
l��electroneutralit�e n�est pas ce qui assure que l�ensemble des �electrons soit dans la
con�guration minimale d��energie� i�e� dans l��etat fondamental� On comprend alors
facilement que dans l�hypoth�ese o�u le d�esordre l�emporte sur l��energie de charge
on obtienne � � �

� � c�est	�a	dire que le syst�eme peut tirer parti du d�esordre pour
optimiser sa r�esistance�

En revanche� lorsque U est l��energie dominante� l��etat fondamental est neutre et
on attend � � �� ainsi que dans la physique du blocage de Coulomb� Il est alors
naturel de se demander si il est possible d�avoir � � � sans que l��etat fondamental
soit neutre partout� On peut penser en e�et qu�il su�t pour avoir � � � qu�il
n�existe pas de chemin traversant l��echantillon ne contenant que des sites charg�es�
Dans ce cas� �a su�samment basse temp�erature� R sera domin�ee par la loi la plus
divergente� i�e� par les sauts �electroniques dans les r�egions neutres� et l�on observera
� � �� Nous reviendrons sur cette question au ���� Mais soulignons tout de suite
que cette id�ee permet d�expliquer pourquoi� m�eme dans certaines exp�eriences sur
des semi	conducteurs quasi	�d faiblement dop�es� outre les aspects sp�eci�ques du
saut �a port�ee variable quasi	�d �cf� paragr� ��� il n�est pas surprenant que l�on ait
� � � et une physique du blocage de Coulomb� En e�et� il su�t que dans le canal
quasi	�d on ait une r�egion form�ee de sites neutres pour que la r�esistance globale
soit domin�ee par les sauts �electroniques dans cette r�egion pour lesquels la r�esistance
locale est simplement activ�ee� C�est ainsi qu�une des toutes premi�eres exp�eriences
du genre a �et�e interpr�et�ee� Nous voulons parler de l�exp�erience de Scott	Thomas
et al� r�ealis�ee �a basse temp�erature dans un canal quasi	�d de Si dop�e �&
�� M�eme
si ce syst�eme entre dans la classe des syst�emes �a petit nombre d��electrons� on y
observe la physique du blocage de Coulomb " oscillations p�eriodiques suivant la
polarisation de la tension de grille " et pas la loi d�Efros et Shklovskii�
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������ Passage de la loi de Mott �a celle d�Efros et Shklovskii� � Aharony� Zhang et
Sarachik se sont pench�es sur la question du passage de la loi de Mott �a celle d�Efros
et Shklovskii �&&�� Les auteurs introduisent la temperature Tx au	dessus de laquelle
la loi de Mott est valide� et au	dessous de laquelle la loi d�Efros et Shklovskii est
pertinente� L�id�ee centrale de ce travail est que les lois de Mott et d�Efros	Shklovskii
ne sont que les formes assymptotiques d�une loi plus g�en�erale� Plus pr�ecis�ement les
auteurs proposent que la r�esistivit�e � d�isolants d�esordonn�es soit donn�ee par �

ln

�
�

��

�
� A f

�
T

Tx

�

o�u A et Tx d�ependant de l��echantillon mais o�u la fonction f est universelle� A�n
de retrouver la loi de Mott et d�Efros	Shklovskii respectivement au	dessus et en
dessous de Tx� les auteurs imposent que f�x � �� � x��	 et f�x � �� � x���� En
identi�ant le rayon de Mott et celui d�Efros et Shklovskii pour T � Tx� les auteurs
montrent que �

Tx � U�
T�

o�u T� et U sont les temp�eratures caract�eristiques respectivement de la loi de Mott
et d�Efros	Shklovskii� Il s�agit ensuite de trouver le comportement complet de f�x��
Les auteurs repartent de la forme la plus simple de la r�esistance liant deux sites de
localisation �

Rij � exp

�
rij
�

#
Eij

T

�
et proposent de poser

Eij �
��

n�EF�r
�
ij

#
��e

�

�rij

o�u �� et �� sont des constantes� qui �a la �n du raisonnement apparaissent unique	
ment exprimables en fonction de A et de Tx� Dans l��equation pr�ec�edente le premier
terme traduit l��ecart en �energie d�u au d�esordre� C�est celui utilis�e pour d�eriver le
plus simplement la loi de Mott �cf� introduction de cette revue�� Le deuxi�eme terme
est d�origine coulombienne et ressemble au terme d�interaction �electron trou dont
nous venons de parler au paragraphe ������ �a ceci pr�es qu�il est chang�e de signe�
Ce terme n�a donc aucune justi�cation� mais les auteurs l�utilisent quand m�eme
car� utilis�e seul il permet formellement " i�e� arti�ciellement " de retrouver la loi
d�Efros et Shklovskii�
Lorsque rij augmente " i�e� lorsque T d�ecro��t " le terme de d�esordre d�ecro��t

plus rapidement que celui de Coulomb� alors qu��a haute temp�erature c�est le terme
de d�esordre qui domine� L��ecriture choisie pr�ec�edemment pour Eij permet donc
aux auteurs de retrouver les deux comportements asymptotiques �a x � � �loi de
Mott� et x� � �loi d�Efros et Shklovskii�� Pour les valeurs interm�ediaires de x� les
auteurs minimisent l�argument de Rij en conservant l�expression compl�ete de Eij�
Ils obtiennent �

f�x� �
� #

p
��x��
x
p

� # x� �
��
�
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Les auteurs appliquent avec succ�es cette pr�ediction �a quelques donn�ees exp�eri	
mentales�

���� Unification possible de la loi d�Efros et Shklovskii � � �
� et des

cas �a activation simple � � � �� � Les travaux exp�erimentaux de transport
�a tr�es basse temp�erature sont nombreux� et ils se font l��echo de la question th�eo	
rique que nous avons pos�e au paragraphe ����� sur la valeur de � aux plus basses
temp�eratures� En fait� les deux valeurs � � � et � � �

� sont observ�ees� Certaines
�etudes mettent en �evidence � � �

� aussi bien sur des semiconducteurs �&�� que sur
les syst�emes de m�etaux granulaires �&�� �compos�es de petits grains m�etalliques dis	
pers�es au sein d�une matrice isolante�� En revanche� dans d�autres cas on observe
� � � �a basse temp�erature �
��&��� La distinction que nous avions esquiss�e au para	
graphe ����� entre les syst�emes �a petit nombre d��electrons �semiconducteurs dop�es�
et syst�emes �a grand nombre d��electrons �m�etaux granulaires� alliages m�etal	isolant
amorphes� ne correspond donc pas v�eritablement �a chacune des deux valeurs de
�� comme on aurait pu a priori le penser en sugg�erant que le terme d��energie de
charge sur site est dominant dans les syst�emes �a grand nombre d��electrons et n�egli	
geable dans les semiconducteurs dop�es� Comme nous l�avons sugg�er�e plus haut� il
semble que ce soit l��etat de charge de l��etat fondamental du syst�eme qui d�ecide de
la valeur de � �a basse temp�erature� ce qui revient �a savoir si l��energie de d�esordre
entre sites adjacents T� est sup�erieure ou non �a l��energie de charge U � C�est pour
illustrer cette question que nous nous penchons d�esormais sur le travail de Cuevas�
Ortuno et Ruiz �&���

Ces auteurs abordent la physique des milieux granulaires� pour lesquels l�exp�e	
rience a montr�e� d�es les ann�ees ��� un comportement du type Efros et Shklovskii�
Depuis ces mesures� une pol�emique s�est ouverte au sujet de l�interpr�etation de ce
comportement ����� Cette pol�emique peut se r�esumer ainsi� Si l�on consid�ere un
grain m�etallique de diam�etre dg� on est tent�e d��ecrire que le terme de d�esordre T�
en �energie de grain �a grain est donn�e par l��ecart ( entre niveaux �a EF qui vaut �

( �
�

n�EF�d�

Pour dg � � nm et une densit�e d��etats m�etallique typique� on obtient T� � ( �

� meV� ce qui est tr�es inf�erieur �a l��energie de charge U �
e�

�dg
qui vaut sensiblement

�� meV pour un tel grain� Si l�on veut expliquer la valeur � � �
� par le raisonnement

d�Efros et Shklovskii� il s�agit donc de trouver �d�autres sources de d�esordre que
le seul �ecart entre niveaux sur site� a�n de rendre le terme de d�esordre sup�erieur
�a l��energie de charge� C�est ce que �rent Efros et Shklovskii ���� en invoquant les

uctuations de travail de sortie li�ees �a l�orientation cristallographique des faces de
sortie di��erente entre les divers grains m�etalliques� Nous allons voir que l�argumen	
tation de Cuevas et al� est du m�eme type bien qu�utilisant un argument di��erent�

Les auteurs consid�erent une assembl�ee de grains mod�elis�ee par le hamiltonien de
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liaisons fortes suivant �

H �
X
i

�ia
�
i ai # U

X
i

a�i aia
�
i ai #

X
i

Vija
�
i aia

�
j aj

o�u a�i est l�op�erateur cr�eation sur le grain i et ai l�op�erateur annihilation correspon	

dant� U est l��energie de charge �sur site d�e�nie plus haut� et Vij �
e�

�rij
est le terme

de Coulomb entre charges sur des grains �eloign�es� �i est l��energie du dernier niveau
occup�e sur le grain i� L�argument principal des auteurs est que l�estimation faite
ci	dessus pour T� " par le biais de (" sous estime fortement le d�esordre diagonal
pr�esent sur les �i� Partant de l�id�ee que la surface des grains m�etalliques �r�eels 
est tr�es irr�eguli�ere� ils utilisent les r�esultats sur les statistiques de niveaux dans les
syst�emes chaotiques pour estimer les 
uctuations de �i� Il est en e�et �etabli que ces
statistiques sont correctement pr�edites par l�approche de matrices al�eatoires �����
Les auteurs commencent par consid�erer les grains isol�ement les uns des autres�
Raisonnant donc �a nombre d��electrons constant " puisque d est �x�e "� les auteurs
trouvent que la 
uctuation d��energie du dernier niveau occup�e de grain �a grain est
bien plus grande que (� i�e� que T� � (� Pour dg � � nm� cette 
uctuation est
l�eg�erement sup�erieure �a U � Insistons sur le fait que sur chaque grain l��ecart entre
niveaux est bien d�ordre ( mais que la 
uctuation de �i s�obtient en cumulant
tous les �ecarts de niveaux depuis le bas du spectre en �energie� Pour des grains de
� nm de diam�etre� contenant tous �&�� �electrons dispos�es sur les ��
�

� � ���� ni	
veaux de plus basse �energie� on obtient T� en �evaluant la 
uctuation de l��energie du
����i�eme niveau entre deux grains� et non pas en cherchant l��ecart en �energie entre
le ����i�eme niveau et le ����i�eme d�un m�eme grain puisque ce dernier �ecart donne
acc�es �a ( et non pas �a T�� Ce raisonnement �a nombre d��electrons impos�e se justi�e
par le fait que U est " pour l�instant " l��energie dominante du probl�eme puisque
pour des grains de dg � � nm les auteurs trouvent T� � U � (� C�est pourquoi�
avant que le transfert de charge entre grains n�ait �et�e autoris�e� deux grains voisins
i et j sont suppos�es neutres et donc tels que �i � �j � T� � (� Qu�arrive	t	il
lorsque les grains sont mis en pr�esence les uns des autres � Par simplicit�e les au	
teurs supposent que les grains ne peuvent avoir que trois �etats de charge � neutre
ou bien charg�e �e� Ceci est justi��e par le fait que T� et U sont du m�eme ordre� et
que le cas de grains multicharg�es ne serait envisageable que pour T� � U � ce qui
demanderait des tailles de grains nettement inf�erieures au nanom�etre�
Un ensemble de valeurs de �i est alors tir�e au hasard et tous les grains sont

suppos�es neutres� La minimisation de l��energie du syst�eme se fait en deux �etapes�
En premier lieu� on impose un niveau de Fermi bien d�e�ni� i�e� on v�eri�e que
chaque �etat rempli correspond �a une �energie inf�erieure �a EF et que chaque �etat
vide correspond �a une �energie sup�erieure �a EF� L�application de cette contrainte
se fait �a nombre d��electrons non constant puisqu�elle impose de changer le nombre
d��electrons pr�esents sur certains grains� par exemple sur les grains pour lesquels
la valeur de � tir�ee au hasard v�eri�e � # U 	 EF� En second lieu� on cherche "
�a nombre d��electron constant " tous les d�eplacements de charge entre grains qui
peuvent d�ecro��tre l��energie totale du syst�eme� On obtient ainsi un �etat �pseudo
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fondamental puisque sa stabilit�e vis	�a	vis des excitations multi�electroniques n�a
pas �et�e v�eri��ee� Les auteurs signalent ce fait mais en soulignant que� d�apr�es les
travaux existant ����� la di��erence est in�me entre la densit�e d��etats obtenue ainsi
et celle obtenue en testant la stabilit�e vis	�a	vis des excitations multi�electroniques�
Apr�es moyenne sur ���� con�gurations di��erentes d�un r�eseau de ���� grains� les
auteurs obtiennent la densit�e d��etats autour du niveau de Fermi� Cette densit�e s�an	
nule bien paraboliquement� avec une courbure l�eg�erement di��erente de celle pr�evue
par Efros et Shklovskii� La proc�edure utilis�ee permet de conna��tre le pourcentage
de grains charg�es dans l��etat fondamental� Pour les grains de quelques nanom�etres
de diam�etre �taille typique des grains dans les syst�emes exp�erimentaux�� la majo	
rit�e des grains sont ionis�es� Ceci permet aux auteurs de sugg�erer que c�est bien un
raisonnement de type Efros et Shklovskii qui permet de rendre compte de la valeur
� � �

�
dans les m�etaux granulaires�

Il nous para��t important d�insister sur le fait que les auteurs trouvent que pour
les grands grains �dg 
 �� nm� le fondamental devient majoritairement neutre� i�e�
le pourcentage de grains ionis�es D tend vers �� On s�attend donc� �a la limite des
tr�es grands grains �a avoir une r�esistance simplement activ�ee� i�e� � � �� Comment
alors penser le passage du cas des petits grains � � �

� �a celui des grands grains �
Tr�es intuitivement� on aurait tendance �a comparer la distance le�e� entre grains
charg�es le�e� � dgD���d �a la taille des sauts �electroniques rE�S� pr�evus par la loi

d�Efros et Shklovskii rE�S� �
�U
T

����
avec comme on l�a dit au paragraphe �����

U � e�

�dg
� On serait alors tent�e de sugg�erer que dans les cas des grands grains� D

est su�samment petit pour qu�il existe un domaine de temp�erature tel que �

le�e� � rE�S�

Tant que cette in�egalit�e est respect�ee� on peut penser que tout chemin traversant
l��echantillon comporte forc�ement des sauts entre grains neutres ce qui entra��ne � �
�� puisque la r�esistance globale est alors domin�ee par les sauts les plus divergents�
Aux plus basses temp�eratures� l�in�egalit�e ci	dessus n�est plus v�eri��ee du fait de la
divergence de rE�S� " alors que le�e� est insensible �a T "� On peut donc penser
que la loi d�Efros et Shklovskii devient pertinente au	dessous d�une temp�erature
d�autant plus basse que D est petit� i�e� que dg est grand�

�A notre connaissance� cette id�ee de passage possible entre � � � et � � �
� n�a

pas �et�e exploit�ee jusqu�ici� Le raisonnement que nous venons de pr�esenter est donc
hautement sp�eculatif et ne peut servir au mieux que de piste indicative� Soulignons
que cet argument �a l�avantage de pr�esenter la loi d�Efros et Shklovskii et celle o�u
� � � comme des cas limites envisageables au sein du m
eme mod�ele � celui d�un
milieu de grains m�etalliques dans une matrice isolante� Le cas d�Efros et Shklovskii
serait celui des petits grains� le cas des grands grains pr�esentant un comportement
simplement activ�e tant que la temp�erature n�est pas inf�erieure �a une temp�era	
ture limite qui est extr�emement petite lorsque les grains sont grands� Comme l�ont
sugg�er�e Ladieu� Sanquer et Bouchaud ���� 
��� dans les isolants d�esordonn�es cette
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granularit�e pourrait �etre due aux 
uctuations de ��EF�� Le cas des grands grains
serait donc celui o�u le syst�eme comporte des �etats �a grandes longueurs de locali	
sation� i�e� le cas des isolants tr�es pr�es de la transition� Ces isolants auraient une
r�esistance activ�ee � � � jusqu��a une temp�erature limite tr�es basse� impossible �a
atteindre exp�erimentalement� ce qui donnerait l�impression que ces syst�emes ne
suivent jamais la loi d�Efros et Shklovskii� Pour des syst�emes plus loin de la tran	
sition� la temp�erature limite serait bien plus �elev�ee� au point que l�on ne verrait
plus que la loi d�Efros et Shklovskii� Ce point de vue aurait l�avantage d�uni�er
l�interpr�etation des cas exp�erimentaux qui pr�esentent � � � et ceux qui suivent la
loi d�Efros et Shklovskii�
Au moment de conclure cette derni�ere partie� soulignons que le probl�eme des in	

teractions �electron	�electron dans les isolants est un des probl�emes les plus d�ebattus
de la physique du solide� Le champ des questions ouvertes relatives �a l�isolant de
Mott est encore tr�es vaste� En t�emoigne la richesse de la physique du blocage de
Coulomb" domaine toujours actuel en d�epit des nombreux travaux qu�il a suscit�e
" et qui ne constitue pourtant qu�un cas particulier du probl�eme de Mott� Dans les
isolants d�esordonn�es la situation est encore plus di�cile puisqu�il s�agit de penser
le rapport entre les e�ets de d�esordre " di�ciles en eux m�emes " et les e�ets
d�interaction tr�es d�ebattus� Signalons �a ce propos un article de revue r�ecent sur la
transition m�etal	isolant dans les syst�emes �a la fois en fort d�esordre et avec interac	
tions entre �electrons ����� De fa�con g�en�erale� la prise en compte des interactions de
Coulomb acc�el�ere la divergence de la r�esistance " par rapport �a la loi de Mott "
puisque l�on obtient � 
 �

� � Notons que cette divergence plus rapide appara��t aux
plus basses temp�eratures� c�est	�a	dire lorsque EMott est su�samment petit pour
�etre a�ect�e fortement par la prise en compte du terme de Coulomb� Nous avons vu
que si le terme de Coulomb se r�eduit �a l�interaction �electron trou� la loi d�Efros et
Shklovskii est pertinente et � � �

�
� En revanche� si les termes d��energie de charge

sur site entrent en jeu� on attend � � �� c�est	�a	dire une loi plus divergente que celle
d�Efros et Shklovskii car les interactions donnent alors leur pleine mesure� Devant
la foule de questions encore ouvertes dans ces syst�emes alliant �a la fois un fort
d�esordre et de fortes interactions� nous ne pouvons que souhaiter un grand e�ort
th�eorique qui permette de rendre compte de fa�con uni��ee des diverses situations
exp�erimentales�

�� Conclusion

Finalement� la loi de Mott repr�esente la meilleure optimisation possible dans un
isolant d�esordonn�e� sauf �a consid�erer des syst�emes �a la fois tr�es courts et tr�es larges
dont la conduction est domin�ee par des chemins tr�es rares et meilleurs conduc	
teurs que l�optimum de Mott� Comme toutes les meilleures optimisations� la loi
de Mott est fragile puisqu�elle exige �a la fois une g�eom�etrie macroscopique et en
m�eme temps que les interactions sur site soient n�egligeables� Nous pouvons donc
esquisser un rapprochement entre les e�ets de la g�eom�etrie quasi �d� d�evelopp�es
dans la deuxi�eme partie� et les e�ets d�interaction � dans les deux cas l��electron
ne peut plus compl�etement tirer partie du d�esordre pour optimiser sa r�esistance et



��� ANNALES DE PHYSIQUE N��

l�on obtient alors� �a basse temp�erature� soit � � � soit � � �
� � ce dernier cas cor	

respondant �a la pr�ediction d�Efros et Shklovskii o�u le d�esordre joue encore un r�ole
majeur� En ce qui concerne les syst�emes quasi	�d� c�est le con�nement du chemin
de conduction �a une �echelle tr�es inf�erieure �a �p qui emp�eche ce chemin de se con	
vulser su�samment pour que chaque saut r�ealise au moins l�optimisation de Mott�
En ce qui concerne les syst�emes �a fortes interactions� le caract�ere incontournable
des termes de Coulomb rend impossible que l�amplitude en �energie des sauts �elec	
troniques tende vers � �a basse temp�erature� comme l�exige la loi de Mott� La loi
d�Efros et Shklovskii repr�esente le cas interm�ediaire o�u le d�esordre participe encore
fortement �a l�optimisation de la r�esistance m�eme aux plus basses temp�eratures�

L�analogie esquiss�ee entre les e�ets de dimensionnalit�e et ceux des interactions
ne doit cependant pas nous �egarer � dans le premier cas l�essentiel de ce qui a
�et�e mesur�e a re�cu une interpr�etation� Par des mesures plus �nes on peut esp�erer
enrichir l�interpr�etation en testant des points encore peu �etablis � par exemple la
notion de 
uctuation quantique tronqu�ee� Cependant il est peu probable que de
telles mesures aboutissent �a remettre en cause les �el�ements majeurs des mod�eles�
i�e� les arguments statistiques utilis�es pour construire le chemin de conduction�

En revanche au sujet des interactions de nets progr�es restent �a accomplir aussi
bien du point de vue th�eorique qu�exp�erimental� Nous avons tent�e de distinguer
les mod�eles homog�enes mettant l�accent sur les e�ets de d�esordre� des mod�eles
granulaires o�u le r�ole des interactions est plus explicitement pris en compte� Nous
avons sugg�er�e qu�il est possible que le cadre des mod�eles granulaires soit assez
vaste pour� �a la limite des petits grains redonner le cas o�u le d�esordre prime� et �a
la limite des grands grains d�ecrire le cas o�u ce sont les interactions qui ont le r�ole
principal� Du point de vue exp�erimental� nous pensons que le plus urgent consiste �a
confronter les di��erents mod�eles aux m�emes donn�ees exp�erimentales� Ceci a �et�e peu
fait� en partie �a cause du d�ecalage entre les �epoques o�u les diverses approches ont
�et�e �elabor�ees� Ceci demande que de nouvelles mesures soient e�ectu�ees en mettant
l�accent sur les cas o�u les di��erentes pr�edictions sont les plus distinctes� La mesure
du comportement non lin�eaire " y compris en champ �electrique tr�es fort " �a
diverses temp�eratures semble �etre le compl�ement indispensable des nombreuses
�etudes faites �a faible champ �electrique� C�est donc �a l�ensemble de la courbe courant	
tension et �a son �evolution en temp�erature qu�il convient de confronter les di��erents
mod�eles�
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