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Résumé — Dans cet article nous étendons les modeles de mélanges de Gaussiennes en un modele probabiliste de mélange (les
flots stochastiques discrets, FSD) dont les poids sont des fonctions flexibles définies par le biais de réseau de neurones. Nous
montrons que les FSD peuvent étre utilisés dans deux classes de problemes variationnels : celui de 'estimation de densité, et
celui de Dinférence variationnelle. A nombre de composantes fixé, le FSD aboutit & un gain de flexibilité important, que nous
illustrons par un exemple bi-dimensionnel.

Abstract — In this paper, we propose an extension of Gaussian mixtures models where the constant weights are replaced by a
flexible function defined via a Neural Network function. We then show that the corresponding models can be used to tackle two
types of variational problems: density estimation and variational inference. We illustrate on a 2D example that this extension is
able to capture much finer details that Gaussian mixtures, which is an empirical proof of an increased flexibility.

1 Introduction 2 FSD

Un mélange de Gaussiennes (MG) est une famille paramé-
trique de lois de probabilité dont la densité de probabilité
. K

(ddp) est donnée par (z) = >, TN (2; pg, Bi). Cette
famille est paramétrée par 6 = {71, ..., Mg, [1, .y flics 21
sy Dxc + tel que py, € RY et Xy, € Mg(R) est une matrice
de covariance. Le modele graphique correspondant est
donné par:

FiG. 1: Modele graphique MG

ou Z ~N(0,14) et o U ~ Cat.(my,...,mx ). Ainsi, {my, ...,
Tk} est un vecteur de probabilités catégorielles tel que

T = Ip(a: = E,IC/QZ+;L;§|Z = z) € [0,1] ne dépend pas

de z, et Zszl mr, = 1. Dans ce papier nous explorons
le modele du FSD qui est une extension du MG et de
plus grande expressivité. Le FSD bénéficie d’une fonction
de densité calculable et d'un schéma d’échantillonnage ex-
plicite, ce qui le positionne comme une alternative au Flot
Normalisant [9]. Nous expliquons ainsi comment utiliser
un FSD pour résoudre les problemes d’estimation de den-
sité et d’inférence variationnelle.

Une des solutions possibles pour étendre un MG en un
modele plus expressif consiste a rendre dépendants de x
les poids du mélange. On cherche donc a écrire un modele
de la forme ¥(z) = ZkK:I 7k (2)N (z; pg, 2k ).  La fone-
tion ainsi définie est une ddp si mp(x) > 0 et Vz € R4,
Zle Tk (Ei/zz + Mk) = 1. Pour s’assurer que ces condi-
tions sont vérifiées nous utilisons K fonctions paramétrées
{w1(2), ..., wi (2)} telles que wi(z) > 0 et Zszl wi(z) =
1 pour tout z € R?. Finalement

K
() = Zwk<221/2(m—Mk))N(l“;MmZk) (1)

7 ()

=~
Il
—

est une ddp, dont le modele graphique est donné par la
figure 2 :

Fi1G. 2: Modele graphique FSD

Cette construction aboutit & une variable aléatoire X =
S Z+pp 0w Z ~ N(0,14) et U ~ Cat.(w(2), ..., wi (Z)).
Ainsi, & 2 fixé, {w1(2), ..., wk (2)} est un vecteur de proba-



bilités catégorielles, mais ot wg(2) = p(X = 2,16/2Z+uk|Z
= z) dépend de z. De maniere évidente, si pour tout
kell,..., K],wg(z) = m est une fonction constante, alors
on retrouve un MG standard.

Enfin, nous proposons une paramétrisation simple et
flexible des wg(2) grace & un réseau de neurones. Du fait
des contraintes identifiées, nous construisons {w;(z), ...,
wk (z)} comme la sortie d’'un modele de classification & K
labels pour le vecteur z. Plus précisement, considérons un
réseau de neurones avec L couches cachées telles que:

h1 = o(Woz + bo),
hiy1 =oc(Wih; + b)) pour I =1,...,L — 1,
[’IE(ZL 7@(2)}T = WLhL + va

ou W, € R™M+1*™ ¢t b € R™+! pour | = 0,...,L (avec
ng = detnyy1; = K) sont les parametres de poids et de bi-
als, et ot o(.) est une fonction d’activation. Ce réseau cal-
cule des poids non-normalisés, et pour obtenir un vecteur
de probabilités catégorielles, il suffit d’appliquer une nor-
malisation Softmax ce qui permet d’obtenir des valeurs
positives et de somme 1 : [wi(z), ..., wk (2)]” = Softmaz(
[w1(z), ..., wk(2)]7). Finalement, cette construction per-
met de construire une famille de distributions de prob-
abilité paramétrée par 0 = {Wy, bo,....Wr, br, p1, ...,
WK S,y Sk}, dont la ddp (1) est calculable, et pour
lesquelles on dispose d’une procédure simple pour obtenir
des échantillons.

3 Meécanisme de dé- et re-construc-

tion d’une ddp

Dans cette section, nous illustrons le mécanisme du FSD
sur un exemple unidimensionnel. En particulier, nous
montrons comment une distribution Normale, illustrée sur
la partie droite de la figure 3a, est découpée en différents
éléments de masse, qui sont ensuite déplacés puis recom-
binés pour former une distribution complexe présentée a
gauche de la figure 3a.

A gauche de la figure 3b sont tracées les fonctions de
poids wg(z). Ces poids sont positifs et de somme 1 pour
tout z et nous pouvons réécrire N'(z;0,14) = Zszl wi(z)
N (z; 0, Id)7 donc ces fonctions induisent une partition de
Pespace latent z. On peut alors voir que les wy(z) ont pour
role de découper une distribution Normale en différents
éléments de masse, ce qui est mis en évidence a droite
de la figure 3b. Cette figure représente la distribution
jointe (z,u) ol la valeur de z est lue sur l'axe des ab-
cisses et ou les valeurs de u = 1,..., K sont représentées
par les différentes couleurs. De maniére équivalente, on
représente les éléments de masse individuels avec la couleur
correspondante sur la premiere ligne de la figure 3c.

Par la suite, sachant v = k, un échantillon normal z est

1/2

transporté par x = i + 3, 2. Ainsi chaque élément de

ED = 13 B E) 3 2 a1 % T H 3

(a) Un FSD transforme une ddp normale
(verte) en la ddp ¥ (bleue)
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(b) Partition de l’espace latent avec les wy(z)
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(c) Eléments de masse transportés via Z,IC/QZ +
ok

(d) Recombinaison

Fi1a. 3: Mécanisme FSD pour déconstruire/reconstruire
N(0,14) en W

masse est envoyé dans une région différente de I’espace ob-
servé par la transformation linéaire inversible correspon-
dante. Ce méchanisme est illustré par la deuxieme ligne
de la figure 3c. Finalement tous ces éléments sont recom-
binés pour former une distribution de probabilité ¥. Nous
affichons ainsi la ddp associée 1 sur la figure 3d.

4 Estimation de Densité

4.1 Enoncé du probleme

Considérons le probleme d’estimation de densité : sup-
posons que l'on dispose d’observations x1,...,xp; d’une
distribution de probabilité P dont on ne sait pas calculer
la ddp p(z). Pour obtenir une estimation de cette ddp,
on peut considérer une approximation variationnelle Wy«
obtenue par optimisation:

9* = arg mgin DKL (P| ‘\119) y

ou Uy appartient a une famille paramétrée de distribu-
tions de probabilité telle que ¥g(x) soit calculable, et ou



DkL(P||¥y) = Ex~p [log(lfe((XX)))] est la divergence de

Kullback-Leibler [8] (Dky,) dans le sens forward. La Dy,
n’est pas symétrique et, pour I’estimation de densité, ce
choix spécifique est motivé par le fait que l'entropie de P
ne dépend pas de 0 et n’intervient pas dans ’optimisation.
De plus, pour P arbitraire, cette divergence n’admet pas
de forme analytique et donc ne peut pas étre optimisée di-
rectement. On optimise plutét une approximation Monte
Carlo (MC) de cette divergence, qui est calculée en util-
isant les observations de p. Le probleme de minimisation
de la Dy, se réduit donc & un probleme de maximum de
vraisemblance:
M
*
0* = arg max ; log (1/19 (xz))

Sous la condition que la ddp 1y est différentiable par rap-
port a 6, il est possible d’obtenir un minimum local de la
log-vraisemblance par une approche basée sur le calcul du
gradient.

4.2 Utilisation du FSD en estimation de
densité

Par construction, la densité (1) d’un FSD est une fonction
différentiable par rapport a ses parametres, sous la condi-
tion que la fonction wy soit différentiable (c’est le cas si
I’on considere la paramétrisation par réseau de neurones
proposée précédemment). Il est donc possible de calculer
les gradients de la log-vraisemblance :

M
Z log
i=1

dans un environnement de différentiation automatique tel
que Pytorch ou Tensorflow, et de procéder a une optimi-
sation par gradients.

Sur la figure 4, on illustre tout d’abord la flexibilité du
FSD comparativement a un MG dans le cas d’un probleme
d’estimation de densité. Alors, grace a l'utilisation d’une
fonction flexible de réseau de neurones qui définit les fonc-
tions {w1(2), ..., wi(2)}, le FSD peut capturer des varia-
tions beaucoup plus fines, et est ainsi un meilleur modele
pour P que ne l'est un MG. Sur cette figure, le modele
de FSD est obtenu en utilisant pour initialisation un MG
obtenu par EM [4]; cette approche permet de rendre plus
rapide la convergence du FSD vers P. Pour ce faire, il
suffit d’initialiser Wy, = 0 et by, = [y, ..., 7x]7

K

Z wy, (2;1/2 (i — Mk))N(xiQ [ks Xk)

k=1

5 Inférence Variationnelle

5.1 Enoncé du probleme

Considérons maintenant le probleme d’inférence variation-
nelle [2][10][5][7] : supposons que 'on dispose d’une ddp

F1G. 4: Un FSD (3éme col.) peut approcher la distribu-
tion associée a une image (leére col.) a partir d’échantillons
(2éme col.) - comparé & un MG obtenu via EM (4eme
col.).

p(x) (possiblement non-normalisée), mais que l'on ne dis-
pose pas de procédure d’échantillonnage simple. Une ap-
proche permettant d’obtenir des échantillons approxima-
tivement distribués selon P est de considérer une distri-
bution variationnelle Uy» obtenue par optimisation :

0* = arg m@in D, (\119 | |P) ,

ou Wy appartient a une famille paramétrée de lois de prob-
abilités telle que ¥y puisse étre échantillonnée facilement,

et ou DKL(‘I’QHP) = Ex~u, {bg(%(x))} est la Dki,

p(X)
dans le sens reverse. Dans cette section, on suppose que
p(x) est différentiable. Pour p(x) arbitraire, la Dky, n’admet
pas de forme analytique et ne peut pas étre calculée ni
optimisée directement. Néanmoins, le choix du sens re-
verse permet d’utiliser des échantillons de Wy pour écrire
et optimiser une approximation MC de cette divergence.
Il est tout de méme nécessaire de calculer le gradient par
rapport a 6 de cette approximation MC, ce qui peut se
révéler complexe car la loi par rapport a laquelle est cal-
culée l'espérance qui définit la Dky, dépend également de
0. Par conséquent, en considérant une approximation MC,
les échantillons utilisés dépendent de 0, ce qui doit étre
pris en compte dans le calcul du gradient.

5.2 Un estimateur différentiable de la DKL
par Rao-Blackwellisation (RB)

Si 'on écrivait une approximation MC naive de la Dk,
reverse, nous obtiendrions:

M
D (WollP) = 55 > log@"(ﬁcfg)); 2

xi~g




et, pour calculer le gradient de cette expression, il faudrait
prendre en compte la dépendance en 6 des échantillons
x; ~ Wy. Une approche possible serait d’appliquer une
reparamétrisation [6], c’est & dire réécrire les échantillons
a l’aide d’une fonction inversible différentiable qui permet
d’obtenir une expression ou l’aléatoire et les parametres
sont découplés; ce qui revient a écrire x; = f~1(y;;0) ot y;
est une réalisation d’une variable aléatoire qui ne dépend
pasde 0, et f un Cl-difféomorphisme. Dans le cas du FSD,
trouver un tel changement de variable f n’est pas possi-
ble car ’échantillonnage de Wy fait intervenir une variable
catégorielle discrete dont la fonction de répartition n’est
pas différentiable. Finalement, il n’est pas possible de
reparamétriser les échantillons d'un FSD de maniére a en
calculer les gradients. Pour répondre a ce probléme nous
proposons de construire une autre estimation MC basée
sur le principe de la RB [3]. Considérons donc :

1/2
1/2 ’
p(uk + Ek/ Zz)

(3)
ou 21, ..., zpr ~ N(0,14). Cet estimateur est différentiable
par rapport aux parametres 6, et peut étre interprété
comme le résultat d’une procédure de RB. En effet, soit

J la variable aléatoire log(%) tel que X ~ ¥y que 'on

1 K
Z wy(2;) log

peut réécrire, par définition du FSD, comme :

¢(211]/2Z + MU)

i

ou z ~ N(0,14) et u ~ Cat.(w1(2), ..., wx(2)). Il est clair
que Dk1,(¥y||P) = E[J], ou lespérance est calculée par
rapport a la loi jointe de (z,u). D’une part, échantilloner
des couples {(z,-,u,-)}i:l,___yM aboutit a l'estimateur MC
naif (2). D’autre part, la RB est basée sur le fait que que

E(J) = IE(IE(J|Z)) [1]. Mais, étant donné que I'espérance
intérieure peut-étre calculée explicitement :

K 1#(211@/2Z + Mk)
E(J|Z) = Z)1 —_—

)

k=1

il est seulement nécessaire d’approximer par MC I'espérance
extérieure en utilisant des échantillons 21, ..., zpr ~ N(0,14).
Cette approche aboutit & Iapproximation Dkp,(¥V||P) =
ﬁE(J\Z = zi), qui n’est autre que (3). Ainsi, utiliser
une approximation basée sur la RB nous permet d’éviter le
probleme lié a la reparamétrisation de la variable catégorielle
discrete U, et lexpression (3) est bien différentiable par
rapport aux parametres 6.

Conclusion

Dans ce papier, nous avons présenté le modele du FSD qui
est une famille paramétrée de distributions de probabilité.
Ce modele étend et inclut les MG et bénéficie d’une plus
grande flexibilité ; il peut étre paramétré simplement gréace
a ’emploi d’une fonction de réseau de neurones définissant
les poids du mélange. Nous montrons comment utiliser les
FSD pour résoudre deux types de problemes variationnels,
et nous illustrons 'intérét de ce modele sur un exemple bi-
dimensionel d’estimation de densité, dans lequel le FSD
capture beaucoup plus de détails que le MG.
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